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Введение

Актуальность работы

Последние тридцать лет конформная теория поля в двух измерениях

привлекает большое внимание исследователей. Эта теория используется для

описания критического поведения в двумерных статистических системах. Бла

годаря наличию бесконечномерной алгебры симметрии двумерная конформ

ная теория поля может быть сформулирована аксиоматически. Помимо мате

матической красоты теория обладает огромной практической ценностью – с

ее использованием было получено большое количество результатов и числен

ных предсказаний в изучении критического поведения в двумерных системах

[1, 2]. Методы двумерной конформной теории поля с успехом применяются

также при изучении эффекта Кондо [3, 4] и дробного квантового эффекта

Холла [5].

Поиски строгого математического доказательства для предсказаний дву

мерной конформной теории поля [6] в последние годы привели к большому

количеству новых идей и результатов в дискретном комплексном анализе

[7–9].

Теория представлений бесконечномерных алгебр Ли является важным

инструментом изучения моделей конформной теории поля. Помимо алгеб

ры Вирасоро, наличие которой обязательно в двумерной конформной теории

поля, большую роль играют аффинные алгебры Ли. Изучение аффинных

алгебр Ли было начато Виктором Кацем и Робертом Муди в 1960-х годах с

попытки обобщения классификации простых конечномерных алгебр Ли на

бесконечномерный случай [10, 11]. Первоначально интерес к этим алгебрам

был связан с модулярными свойствами характеров их модулей [12, 13]. По

сле возникновения двумерной конформной теории поля были предложены

модели Весса-Зумино-Новикова-Виттена [14], а затем и coset-модели [15], в
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которых теория представлений аффинных алгебр Ли играет определяющую

роль.

Моделям Весса-Зумино-Новикова-Виттена, coset-моделям и теории пред

ставлений аффинных алгебр Ли посвящены тысячи работ. Однако многие

проблемы по-прежнему не имеют простых решений. Например, задача вы

числения коэффициентов ветвления для представлений алгебр Ли стоит уже

многие десятилетия. Она актуальна для различных физических приложений

в coset-моделях конформной теории поля. При этом, в отличие от проблемы

вычисления кратностей весов, для вычисления коэффициентов ветвления не

существовало особенно эффективных алгоритмов.

Научная новизна и практическая значимость. В диссертации впер

вые решены следующие задачи:

� Получено эффективное рекуррентное соотношение для коэффициентов

ветвления модулей аффинных и конечномерных алгебр Ли на моду

ли не максимальных подалгебр. Алгоритм вычисления коэффициентов

ветвления реализован в пакете Affine.m для популярной системы ком

пьютерной алгебры Mathematica.

� Установлена прямая связь инъективного сплинта и ветвлений. Доказа

но, что при определенных условиях кратности весов вспомогательного

модуля иньективного сплинта совпадают с коэффициентами ветвления

в редукции на вложенную подалгебру. Наличие расщепления приводит

к существенному упрощению при вычислении коэффициентов ветвле

ния.

� Исследована связь процедуры редукции с обобщенной резольвентой Берн

штейна-Гельфанда-Гельфанда (БГГ). Показано, что разложение сингу

лярного элемента определяет как коэффициенты ветвления, так и обоб
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щенную БГГ-резольвенту, так как действие веера вложения на компо

ненты разложения порождает обобщенные модули Верма, которые об

разуют точную последовательность.

� Построена модель обобщенного стохастического процесса Шрамма-Лёв

нера для систем с калибровочной инвариантностью, соответствующих

coset-моделям конформной теории поля.

Отметим, что пакет Affine.m может быть использован для решения задач

теории представлений конечномерных и аффинных алгебр Ли, возникающих

в различных областях физики, начиная от изучения атомных и молекуляр

ных спектров и заканчивая конформной теорией поля и интегрируемыми си

стемами.

На защиту выносятся следующие результаты и положения:

� Получены новые рекуррентные соотношения на коэффициенты ветвле

ния представлений аффинных алгебр Ли на представления произволь

ных редуктивных подалгебр, с использованием разложения сингуляр

ных элементов

� Установлено, что разложение сингулярного элемента определяет как

коэффициенты ветвления, так и обобщенную БГГ-резольвенту, так как

действие веера вложения на компоненты разложения порождает обоб

щенные модули Верма, которые образуют точную последовательность

� Доказано, что при определенных условиях кратности весов вспомога

тельного модуля иньективного сплинта совпадают с коэффициентами

ветвления в редукции на вложенную подалгебру. Наличие расщепления

приводит к существенному упрощению при вычислении коэффициентов

ветвления.
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� Показано, что условие для мартингала, определяющее классификацию

операторов изменения граничных условий в наблюдаемых стохастиче

ского процесса Шрамма-Лёвнера, задает ограничения на структуру син

гулярных элементов представлений аффинной алгебры Ли, порожден

ных граничными состояниями. Изучение структуры сингулярных эле

ментов существенно упрощает поиск операторов смены граничных усло

вий. Построена модель обобщенного стохастического процесса Шрамма

Лёвнера для систем с калибровочной инвариантностью, соответствую

щих coset-моделям конформной теории поля и показано, что такое обоб

щение совместно с coset-реализацией минимальных моделей.

� Разработан пакет программ Affine.m, реализующий различные алго

ритмы для вычислений в теории представлений конечномерных и аф

финных алгебр Ли

Апробация работы Материалы диссертации докладывались на трех

международных конференциях, а также на семинарах кафедры физики вы

соких энергий и элементарных частиц СПбГУ, на семинарах в лаборатории

имени П.Л. Чебышева математико-механического факультета СПбГУ, на се

минаре лаборатории теоретической физики ОИЯИ (Дубна).

Публикации.Материалы диссертации опубликованы в 10 печатных ра

ботах, из них 5 статей в рецензируемых журналах [16–20], 5 статей в сборни

ках тезисов и трудов конференций [21–25].

Структура и объем диссертации Диссертация состоит из введения и

пяти глав, содержит 160 страниц и 30 рисунков. Список литературы включает

151 наименование.

Глава 1 носит обзорный характер. В ней мы даем аксиоматическую фор

мулировку конформной теории поля, описываем модели Весса-Зумино-Нови

кова-Виттена и coset-модели. Затем мы демонстрируем роль аффинных ал
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гебр в описании этих моделей и приводим основные понятия теории представ

лений, использующиеся в диссертации. Кроме того, мы обсуждаем конформ

ную теорию поля на области с границей, так как она оказывается связана со

стохастическим описанием решеточных моделей.

Мы описываем возникновение в конформной теории поля одной из ос

новных проблем данной диссертации – задачи редукции модулей аффинных

и конечномерных алгебр Ли на модули подалгебр и вычисления коэффици

ентов ветвления.

В главе 2 мы показываем, что структура сингулярного элемента опреде

ляет свойства модуля алгебры Ли, доказываем лемму о разложении сингуляр

ного элемента и выводим основное рекуррунтное соотношение на коэффици

енты ветвления. Основные результаты данной главы опубликованы в работе

[16].

В следующей главе 3 мы проясняем связь ветвления с (обобщенной)

резольвентой Бернштейна-Гельфанда-Гельфанда. Разложение сингулярного

элемента, предложенное в главе 2, используется для построения параболи

ческих модулей Верма и получения обобщенных формул Вейля-Верма для

характеров. Параболические модули Верма образуют обобщенную резольвен

ту Бернштейна-Гельфанда-Гельфанда. То есть ветвление для произвольной

редуктивной подалгебры связано с БГГ резольвентой и демонстрирует свой

ства резольвенты в категории 𝒪𝑝 [26] (параболического обобщения категории

𝒪 [27]). Результаты третьей главы опубликованы в работах [17, 22]

Глава 4 посвящена сплинтам – расщеплением корневой системы алгебры

Ли в объединение образов корневых систем двух алгебр, не обязательно явля

ющихся подалгебрами данной алгебры. Если одна из алгебр является подал

геброй, то сплинт приводит к резкому упрощению в вычислении коэффициен

тов ветвления – они совпадают с кратностями весов в модуле другой алгебры.

Основная часть главы посвящена доказательству этого факта. Кроме того,
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сплинт корневой системы простой конечномерной алгебры Ли приводит к воз

никновению новых соотношений на струнные функции и функции ветвления

соответствующего аффинного расширения. Эти соотношения обсуждаются в

разделе 4.5. Данные результаты опубликованы в статьях [18, 25].

Заключительная глава 5 посвящена практическим приложениям резуль

татов диссертации. В разделе 5.1 мы описываем применение алгебраических

методов к проблеме поиска соответствия между квантовополевым и решеточ

ным описанием критического поведения. Эти результаты были опубликова

ны нами в работах [19, 21]. Раздел 5.2 представляет собой описание пакета

Affine.m, предназначенного для вычислений в теории представлений аффин

ных и конечномерных алгебр Ли и реализованного с использованием методов

диссертации. Вычислительным методам посвящены наши работы [20, 23, 24].

В заключении мы кратко перечисляем основные теоретические резуль

таты работы и их практические приложения.
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Глава 1

Конформная теория поля и аффинные алгебры

Ли

Двумерная конформная теория поля возникла в результате обобщения

гипотезы о масштабной инвариантности критического поведения в двумер

ных системах [28]. Если использовать теорию поля для описания критическо

го поведения, то такая теория должна обладать конформной инвариантно

стью.

Глобальная конформная инвариантность в произвольном числе измере

ний ведет к важным физическим следствиям. Например, особый интерес в

последнее время привлекла 𝑁 = 4 суперсимметричная модель Янга-Миллса.

Однако в случае двумерной теории важнейшую роль играет локальная

конформная инвариантность. Такая теория обладает богатой симметрией,

так что ее даже иногда называют точно решаемой [29].

Конформное преобразование — это преобразование, меняющее только

масштаб у метрического тензора:

𝑔′𝜇𝜈(𝑥
′) = Λ(𝑥)𝑔𝜇𝜈(𝑥) (1.1)

На двумерной мировой поверхности удобно ввести комплексные координаты

𝑧, 𝑧. В двумерном случае существует бесконечное число локально-конформ

ных преобразований 𝑧 → 𝑤(𝑧). Это легко видеть из условия конформно

сти преобразований, так как в двумерном случае такое условие эквивалентно

уравнению Коши-Римана для голоморфных функций (𝜕𝑧𝑤(𝑧, 𝑧) = 0).

Таким образом, локально-конформные преобразования находятся в од

нозначном соответствии с множеством всех аналитических функций 𝑤(𝑧) на

плоскости.
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Глобальные конформные преобразования имеют вид

𝑤(𝑧) =
𝑎𝑧 + 𝑏

𝑐𝑧 + 𝑑
, 𝑎𝑑− 𝑏𝑐 = 1 (1.2)

Рассмотрим инфинитезимальные преобразования 𝑤(𝑧) = 𝑧+𝜖(𝑧), 𝜖(𝑧) =∑︀∞
−∞ 𝑐𝑛𝑧

𝑛+1. Тогда для бесспинового поля 𝜑(𝑧, 𝑧) верно следующее: 𝜑′(𝑧′, 𝑧′) =

𝜑(𝑧, 𝑧), 𝛿𝜑 = −𝜖(𝑧)𝜕𝜑−𝜖(𝑧)𝜕𝜑 =
∑︀

𝑛(𝑐𝑛𝐿𝑛𝜑+𝑐𝑛�̄�𝑛𝜑), где 𝐿𝑛 = −𝑧𝑛+1𝜕𝑧, �̄�𝑛 =

−𝑧𝑛+1𝜕𝑧

Мы видим, что в классической теории алгебра конформных преобразо

ваний — это алгебра Витта, которая порождается генераторами {𝐿𝑛, 𝑛 ∈ Z}

— модами разложения оператора энергии-импульса 𝑇 , с коммутационными

соотношениями

[𝐿𝑚, 𝐿𝑛] = (𝑚− 𝑛)𝐿𝑚+𝑛 (1.3)

При квантовании возникает конформная аномалия, что соответствует цен

тральному расширению (1.73) алгебры (то есть появлению центрального заря

да 𝑐). В коммутационные соотношения надо добавить член 𝑐
12(𝑚

3−𝑚)𝛿𝑚+𝑛,0.

В результате получаем алгебру Вирасоро.

Поля теории 𝜑(𝑧, 𝑧) должны преобразовываться определенным образом

при конформных преобразованиях. Оказывается, что все поля группируются

в конформные семейства, в которых есть одно примарное поле

𝜑ℎ,ℎ̄(𝑧, 𝑧) −→
𝑧→𝑤(𝑧)
𝑧→�̄�(𝑧)

(︂
𝑑𝑤

𝑑𝑧

)︂ℎ(︂
𝑑�̄�

𝑑𝑧

)︂ℎ̄

𝜑ℎ,ℎ̄(𝑤(𝑧), �̄�(𝑧))

𝐿𝑛𝜑 = 0, 𝑛 > 0

𝐿0𝜑 = ℎ𝜑

(1.4)

ℎ, ℎ̄ называются конформными весами поля. Все остальные поля называются

вторичными и получаются из примарного действием операторов 𝐿−𝑛:

𝐿−𝑛1
𝐿−𝑛2

. . . 𝜑ℎ,ℎ̄ (1.5)
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Все поля в теории оказываются суммами произведений элементов мультипле

тов алгебры Вирасоро.

Алгебраические методы позволяют получать огромное количество точ

ных результатов в двумерных конформных теориях поля. Существуют раз

нообразные классы моделей двумерной конформной теории поля и даже за

дача классификации всех таких моделей до конца не решена, несмотря на

первоначальный оптимизм [30]. Помимо описания критических явлений, кон

формная теория поля привлекла большое внимание благодаря своей связи с

теорией струн.

Двумерная конформная теория поля выделяется как модель квантовой

теории поля из-за того, что она может быть сформулирована аксиоматиче

ски. В данной главе мы приводим такую аксиоматическую формулировку

в разделе 1.1, а затем рассматриваем важнейшие классы моделей конформ

ной теории – модели Весса-Зумино-Новикова-Виттена 1.4 и coset-модели 1.5.

Эти модели обладают дополнительными симметриями, выражающимися на

языке теории представлений аффинных алгебр Ли и являются естественным

приложением математических результатов данной диссертации.

В том случае, если в теории конечное число примарных полей, такая

теория называется минимальной. Обычно соответствие между критическим

поведением решеточных моделей и конформной теорией поля устанавливает

ся именно для минимальных моделей [29].

Строгое доказательство соответствия между критическим поведением

решеточных моделей и конформной теории поля остается серьезной пробле

мой, но в последнее время получены новые результаты, связанные с использо

ванием эволюции Шрамма-Лёвнера. Этот подход основывается на сопостав

лении доменных стенок в решеточных моделях с траекториями случайного

процесса, называющегося эволюцией Шрамма-Лёвнера [31]. Для простых мо

делей, типа модели Изинга, удается доказать, что некоторая наблюдаемая –
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мартингал по отношению к эволюции Шрамма-Лёвнера, – обладает конформ

ной инвариантностью. Оказывается, что этого достаточно для доказательства

конформной инвариантности критического поведения модели [8]. Такая тех

ника сильно отличается от теоретико-полевого описания, поэтому актуальна

проблема установления соответствия между эволюцией Шрамма-Лёвнера и

конформной теорией поля [32–37].

В главе 5 мы показываем, что алгебраические методы играют роль в

установлении такого соответствия для ВЗНВ и coset-моделей конформной

теории поля.

Конформные теории классифицируются по значениям центрального за

ряда 𝑐. Теории с рациональным центральным зарядом называются рациональ

ными. Считается, что все такие теории могут быть получены факторизацией

моделей Весса-Зумино-Новикова-Виттена [30].

1.1. Аксиоматическая формулировка конформной

теории поля

Существуют различные подходы к аксиоматизации двумерной конформ

ной теории поля. В общем случае нам не нужно знать действие, если мы

полный знаем набор примарных полей и операторные разложения их произ

ведений.

В данном разделе мы приводим одну из возможных аксиоматических

формулировок конформной теории поля, предложенную в работе [38] и изло

женную в книге [39]. Другие популярные подходы восходят к работам Сегала

[40] или используют вертексные алгебры [41].

Введем пространство 𝑆(R𝑛) тест-функций 𝑓 : R𝑛 → C. Распределения

или обобщенные функции – это линейные функционалы на нем 𝑇 : 𝑆(R𝑛)→

C со свойством непрерывности. Каждой функции 𝑔 : R𝑛 → C можно поста
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вить в соответствие некоторое распределение 𝑇𝑔 по правилу

𝑇𝑔(𝑓) =

∫
R𝑛

𝑔(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥 (1.6)

На пространстве обобщенных функций можно ввести операторы дифферен

цирования с мультииндексами 𝛼:

𝜕𝛼 := (−1)|𝛼|𝑇 (𝜕𝛼𝑓) (1.7)

При этом

𝜕𝛼𝑇𝑔 = 𝑇𝜕𝛼𝑔 (1.8)

и для любой обобщенной функции 𝑇 есть 𝑛 ∈ N, такое что

𝑇 =
∑︁

0≤|𝛼|≤𝑛

𝜕𝛼𝑇𝑔𝛼. (1.9)

В квантовой теории поля должны быть поля и состояния. Состояния опреде

ляются как элементы некоторого гильбертова пространства H. Пространство

операторов наH мы обозначим через𝒪. Тогда поля – это операторно-значные

распределения 𝜙 : 𝑆(R𝑛) → 𝒪, такие, что существует плотное подпростран

ство 𝐷 ⊂ H и

1. Для любой тест-функции 𝑓 ∈ 𝑆(R𝑛) подпространство 𝐷 ⊂ 𝐷𝜙(𝑓), где

𝐷𝜙(𝑓) – область определения оператора 𝜙(𝑓).

2. Индуцированное отображение 𝑓 → 𝜙(𝑓)|𝐷 из 𝑆(R𝑛) в End(𝐷) линейно.

3. Для любых 𝜈 ∈ 𝐷 и 𝜔 ∈ H отображение 𝑓 → ⟨𝜔, 𝜙(𝑓)(𝜈)⟩ является

распределением.

Можно определять конформную теорию поля путем задания всех полей, как

делается в подходе, предложенном в работе [42]. Однако мы воспользуем

ся определением из работы [38], подробно изложенном в книге [39]. В этом
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подходе теория определяется путем задания всех корреляционных функций.

Преимущество такой аксиоматизации в более легком сопоставлении с реше

точными моделями.

Корреляционные функции обычно понимают следующим образом. Пусть

Ω ∈ H – вакуум, тогда 𝑛-точечные корреляционные функции в квантовой

теории поля даются выражением

𝐺𝑖1,...,𝑖𝑛(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) := ⟨Ω|𝜙𝑖1(𝑧1) . . . 𝜙𝑖𝑛(𝑧𝑛)|Ω⟩ , |𝑧𝑛| > · · · > |𝑧1|, (1.10)

где 𝜙𝑖𝑘 – поля в теории. Функции 𝐺𝑖1,...,𝑖𝑛 можно аналитически продолжить

на пространство 𝑀𝑛 = {(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) ∈ C𝑛 : 𝑧𝑖 ̸= 𝑧𝑗, 𝑖 ̸= 𝑗}. 𝑀+
𝑛 состоит из

наборов, где Re 𝑧𝑖 > 0 для любого 𝑖. Введем последовательность пространств

тест-функций 𝑆+
𝑛 , где 𝑆

+
0 = C, а 𝑆+

𝑛 = {𝑓 ∈ 𝑆(C𝑛) : supp(𝑓) ⊂ 𝑀+
𝑛 }. Теперь

мы можем определить корреляционные функции не обращаясь к понятию

полей.

Пусть 𝐵0 – индексное множество (счетное). Последовательности про

извольной длины (𝑖1, . . . , 𝑖𝑛) ∈ 𝐵𝑛
0 образуют пространство мультииндексов

𝑖 ∈ 𝐵. Корреляционные функции 𝐺𝑖1,...,𝑖𝑛 : 𝑀𝑛 → R удовлетворяют следую

щим аксиомам.

Аксиома 1. (Аксиома локальности) Для всех (𝑖1, . . . , 𝑖𝑛) ∈ 𝐵𝑛
0 , (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) ∈

𝑀𝑛 и 𝜋 ∈ 𝑆𝑛 — перестановок множества из 𝑛 элементов верно равенство

𝐺𝑖1,...,𝑖𝑛(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) = 𝐺𝑖𝜋(1),...𝑖𝜋(𝑛)(𝑧𝜋(1), . . . , 𝑧𝜋(𝑛)) (1.11)

Рассмотрим группу движений двумерного пространства 𝐸2, генератора

ми которой являются повороты 𝑟𝛼 : C → C, 𝑧 → 𝑒𝑖𝛼𝑧, 𝛼 ∈ R и трансляции

𝑡𝑎 : C→ C, 𝑧 → 𝑧 + 𝑎, 𝑎 ∈ C.

Аксиома 2. (Аксиома ковариантности) Для любого индекса 𝑖 ∈ 𝐵0 суще

ствуют независимые конформные веса ℎ𝑖, ℎ̄𝑖 ∈ R, такие, что для всех пре

15



образований 𝑤 ∈ 𝐸2

𝐺𝑖1,...,𝑖𝑛(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) =

𝑛∏︁
𝑗=1

(︂
𝑑𝑤(𝑧𝑗)

𝑑𝑧

)︂ℎ𝑖𝑗

(︃
𝑑𝑤(𝑧𝑗)

𝑑𝑧

)︃ℎ̄𝑖𝑗

𝐺𝑖1,...𝑖𝑛(𝑤1, . . . , 𝑤𝑛, �̄�1, . . . , �̄�𝑛), (1.12)

где 𝑤𝑖 = 𝑤(𝑧𝑖), а 𝑠𝑖 = ℎ𝑖− ℎ̄𝑖, 𝑑𝑖 = ℎ𝑖+ ℎ̄𝑖 – конформный спин и скейлинговая

размерность.

Аксиома 3. (Положительность по отношению к отражениям). Обозна

чим через Θ : C → C отображение 𝑧 = 𝑡 + 𝑖𝑦 → Θ(𝑧) = −𝑡 + 𝑖𝑦. Тогда

аксиома утверждает, что существует инволюция ⋆ : 𝐵0 → 𝐵0, ⋆
2 = id𝐵0

,

которая продолжается на 𝐵 (⋆ : 𝑖→ 𝑖*), и выполняются свойства

1. Верно равенство

𝐺𝑖(𝑧) = 𝐺𝑖*(Θ(𝑧)) = 𝐺𝑖*(−𝑧*) (1.13)

2. Обозначим через 𝑆+ пространство последовательностей тест-функ

ций 𝑓 = (𝑓𝑖)𝑖∈𝐵, 𝑓𝑖 ∈ 𝑆+
𝑛 . Тогда

⟨︀
𝑓, 𝑓

⟩︀
=∑︁

𝑖,𝑗∈𝐵

∑︁
𝑛,𝑚

∫
𝑀𝑛+𝑚

𝐺𝑖*𝑗(Θ(𝑧1), . . . ,Θ(𝑧𝑛), 𝑤1, . . . , 𝑤𝑚)𝑓𝑖(𝑧)
*𝑓𝑗(𝑤)𝑑

𝑛𝑧𝑑𝑚𝑤 ≥ 0,

∀𝑓 ∈ 𝑆+ (1.14)

Эта аксиома позволяет восстановить гильбертово пространство H, так

как она дает положительную полуопределенную форму 𝐻 на 𝑆+. То есть

мы можем определить H как пополнение 𝑆+ факторизованное по ker𝐻 с

произведением (1.14). Мы можем построить и полевые операторы. Для 𝑗 ∈ 𝐵0

определим 𝜙𝑗 как операторно-значную обобщенную функцию. Пусть 𝑓 ∈ 𝑆+,
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𝑔 ∈ 𝑆+, а через [𝑔] обозначим класс эквивалентности 𝑔 по отношению к ядру

𝐻. Определим 𝜙𝑗(𝑓)([𝑔]) как класс эквивалентности 𝑔 × 𝑓 , такой, что

𝑔 × 𝑓 = ((𝑔 × 𝑓)𝑖1,...,𝑖𝑛+1
); (𝑖1, . . . , 𝑖𝑛+1) ∈ 𝐵

(𝑔 × 𝑓)𝑖1,...,𝑖𝑛+1
(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛+1) := 𝑔𝑖1,...,𝑖𝑛(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛)𝑓(𝑧𝑛+1)𝛿𝑗,𝑖𝑛+1

.
(1.15)

Можно показать, что эта конструкция порождает унитарное представление

𝑈 группы 𝐸2 евклидовых движений плоскости на гильбертовом пространстве

H. Кроме того, существует инвариантное плотное подпространство 𝐷 ⊂ H,

такое, что отображения 𝜙𝑗(𝑓) : [𝑔] → [𝑔 × 𝑓 ] определены на 𝐷 для всех

𝑗 ∈ 𝐵0 и 𝜙𝑗(𝑓)(𝐷) ⊂ 𝐷. Также существует вакуум Ω ∈ H : Ω = [𝑓 ]; 𝑓∅ =

1, 𝑓𝑖 = 0 ∀𝑖 ̸= ∅. Тогда следующая теорема определяет структуру двумерной

евклидовой теории поля

Теорема 1. 1. Для всех 𝑗 ∈ 𝐵0 отображения 𝜙𝑗 : 𝑆
+ → End(𝐷) линей

ны, 𝜙𝑗 – полевые операторы, 𝜙𝑗(𝐷) ⊂ 𝐷,Ω ∈ 𝐷 и вакуум Ω инвариан

тен относительно унитарных представлений 𝑈 группы 𝐸2.

2. Поля 𝜙𝑗 преобразуются ковариантно по отношению к представлению

𝑈 , для 𝑤 ∈ 𝐸2:

𝑈(𝑤)𝜙𝑗(𝑧)𝑈(𝑤)
* =

(︂
𝜕𝑤

𝜕𝑧

)︂ℎ𝑗

𝜙𝑗(𝑤(𝑧)) (1.16)

3. Матричные коэффициенты ⟨Ω|𝜙𝑖1(𝑧1) . . . 𝜙𝑖𝑛(𝑧𝑛)|Ω⟩ представляются ана

литическими функциями, которые при Re𝑧𝑛 > · · · > Re𝑧1 > 0 совпа

дают с корреляционными функциями

⟨Ω|𝜙𝑖1(𝑧1) . . . 𝜙𝑖𝑛(𝑧𝑛)|Ω⟩ = 𝐺𝑖1,...,𝑖𝑛(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) (1.17)

Доказательство этой теоремы приведено в книге [39].

Теперь добавим аксиомы, специфичные для конформной теории поля.

Во-первых введем масштабную инвариантность.
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Аксиома 4. (Масштабная инвариантность) Корреляционная функция 𝐺𝑖, 𝑖 ∈

𝐵 преобразуется ковариантно (1.12) при масштабных преобразованиях 𝑤(𝑧) =

𝑒𝜏𝑧, то есть

𝐺𝑖1,...,𝑖𝑛(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) = (𝑒𝜏)ℎ1+···+ℎ𝑛+ℎ̄1+···+ℎ̄𝑛 𝐺𝑖1,...,𝑖𝑛(𝑒
𝜏𝑧1, . . . , 𝑒

𝜏𝑧𝑛), (1.18)

где (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) ∈𝑀𝑛, ℎ𝑗 = ℎ𝑖𝑗

Из требований масштабной инвариантности можно вычислить двухто

чечные функции.

Аксиома 5. (Существование тензора энергии-импульса) Среди полей 𝜙𝑖, 𝑖 ∈

𝐵0 есть четыре поля 𝑇𝜇𝜈, 𝜇, 𝜈 = 0, 1, такие, что 𝑇𝜇𝜈 = 𝑇𝜈𝜇, 𝑇 *𝜇𝜈 =

𝑇𝜈𝜇(Θ(𝑧)), 𝜕0𝑇𝜇0 + 𝜕1𝑇𝜇1 = 0, скейлинговая размерность поля 𝑑(𝑇𝜇𝜈) =

ℎ𝜇𝜈 + ℎ̄𝜇𝜈 = 2, конформный спин 𝑠(𝑇00 − 𝑇11 ± 2𝑖𝑇01) = ±2.

Можно показать, что tr𝑇𝜇𝜈 = 0 и 𝑇 = 𝑇00 − 𝑖𝑇01 не зависит от 𝑧, то есть

𝜕𝑇 = 0. Операторы

𝐿𝑛 =

∮
𝑑𝑧

2𝜋𝑖
𝑧𝑛+1𝑇 (𝑧) (1.19)

удовлетворяют коммутационным соотношениям алгебры Вирасоро.

Примарными называются поля 𝜙𝑖, 𝑖 ∈ 𝐵0, такие, что

[𝐿𝑛, 𝜙𝑖(𝑧)] = 𝑧𝑛+1𝜕𝜙𝑖(𝑧) + ℎ𝑖(𝑛+ 1)𝑧𝑛𝜙𝑖(𝑧), ∀𝑛 ∈ Z (1.20)

Для каждого примарного поля 𝜙𝑖 можно определить конформное семейство

[𝜙𝑖], состоящее из полей вторичных 𝜙𝛼
𝑖 (𝑧) = 𝐿−𝛼1

(𝑧) . . . 𝐿−𝛼𝑛
(𝑧)𝜙𝑖(𝑧), где

𝐿−𝑛(𝑧) =
1
2𝜋𝑖

∮ 𝑇 (𝜉)
(𝜉−𝑧)𝑛+1𝑑𝜉. Заметим, что 𝐿𝑛(0) = 𝐿𝑛 и корреляционные функ

ции вторичных полей могут быть выражены через корреляционные функции

примарных. Последняя аксиома определяет операторное разложение
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Аксиома 6. (Операторное разложение). Корреляционные функции примар

ных полей при 𝑧𝑖 → 𝑧𝑗 удовлетворяют уравнению:

⟨Ω|𝜙𝑖1(𝑧1) . . . 𝜙𝑖(𝑧𝑖) . . . 𝜙𝑗(𝑧𝑗) . . . 𝜙𝑖𝑛(𝑧𝑛)|Ω⟩ =∑︁
𝑘∈𝐵0

𝐶𝑖𝑗𝑘(𝑧𝑖 − 𝑧𝑗)ℎ𝑘−ℎ𝑖−ℎ𝑗 ⟨Ω|𝜙𝑖1(𝑧1) . . . 𝜙𝑘(𝑧𝑘) . . . 𝜙𝑖𝑛(𝑧𝑛)|Ω⟩

+ регулярные члены (1.21)

Если дополнительно предположить, что операторное разложение ассоци

ативно (так называемый “конформный бутстрап”), то вся теория определяет

ся набором примарных полей 𝜙𝑗, 𝑗 ∈ 𝐵0, их размерностями и коэффициента

ми операторного разложения 𝐶𝑖𝑗𝑘.

Простейший класс конформных теория поля составляют минимальные

модели, в которых число примарных полей конечно. Такие модели проще все

го сопоставить с критическим поведением в решеточных моделях. Например,

в работе [29] было найдено соответствие между моделью Изинга и нескольки

ми минимальными моделями конформной теории поля, в работе [43] обсуж

далось соответствие с моделью Поттса, а в работе [44] предложена модель

конформной теории поля для вычисления многоточечных корреляционных

функций в модели Ашкина-Теллера. Обзор этих результатов есть в книге [1].

Уже для модели Поттса приходится принимать во внимание не только

алгебру Вирасоро, но и дополнительную дискретную симметрию 𝑍𝑁 . Более

общие модели можно получить при изучении дополнительной бесконечномер

ной симметрии. Основной класс таких моделей – это модели Весса-Зумино

Новикова-Виттена.
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1.2. Конформная теория поля на торе

При изучении конформной теории поля на плоскости или на сфере го

ломорфный и антиголоморфный сектора можно рассматривать независимо.

Если мы говорим о применении конформной теории для описания поведе

ния струн, то теория должна быть определена на римановых поверхностях

большего рода (ℎ > 0), чтобы можно было описывать взаимодействия струн.

Считается, что для этого необходимо (и, возможно, достаточно) чтобы теория

была определена на торе.

В теории критического поведения конформная инвариантность имеет ме

сто только в критической точке, где голоморфный и антиголоморфный сек

тора расцеплены. Но вблизи критической точки эти сектора должны быть

связаны, и так как мы предполагаем плавный переход к критической точке

в пространстве параметров, то эта связь должна сохраняться и в критиче

ской точке. Физический спектр теории должен плавно меняться, когда мы

покидаем критическую точку, и связь голоморфного и антиголоморфного

сектора вдали от критической точки должна приводить к ограничениям на

набор состояний в критической точке. Этого можно достичь через геомет

рию, то есть накладывая граничные условия на состояния. Здесь естествен

но рассматривать периодические граничные условия, которые эквивалентны

рассмотрению теории на торе.

Наложим периодические граничные условия с периодами 𝜔1, 𝜔2, 𝜏 =

𝜔2/𝜔1. Мы хотим вычислить статсумму для теории на торе через генераторы

алгебры Вирасоро 𝐿0, �̄�0 и выяснить ее зависимость от параметра 𝜏 . Пусть

пространственное направление соответствует вещественной оси, а временное

- мнимой. Пусть 𝜔1 направлен вдоль вещественной оси. Через 𝐻 обозначим

гамильтониан, а через 𝑃 - общий импульс системы. Тогда оператор транс

ляции на 𝑎 параллельно периоду 𝜔2 имеет вид exp(− 𝑎
|𝜔2|(𝐻Im𝜔2 − 𝑖𝑃Re𝜔2)).
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Если считать, что 𝑎 - расстояние в решетке, то такой сдвиг переводит нас с

одного ряда на другой параллельно периоду 𝜔2. Если полный период содер

жит 𝑚 ячеек решетки (|𝜔2| = 𝑚𝑎), то статсумма дается следом оператора

сдвига в степени 𝑚:

𝑍(𝜔1, 𝜔2) = Tr exp−{𝐻Im𝜔2 − 𝑖𝑃Re𝜔2} (1.22)

Операторы 𝐻,𝑃 можно выразить через генераторы алгебры Вирасоро если

рассмотреть тор как цилиндр конечной длины со склеенными концами. На

цилиндре с длиной окружности 𝐿 гамильтониан 𝐻 = (2𝜋/𝐿)(𝐿0+ �̄�0− 𝑐/12).

Константа добавлена, чтобы вакуумная энергия исчезала в пределе 𝐿 →

∞. Оператор импульса, который генерирует трансляции вокруг окружности,

имеет вид 𝑃 = (2𝜋𝑖/𝐿)(𝐿0 − �̄�0). Так как мы выбрали 𝜔1 вещественным и

равным 𝐿, статсумму можно записать в виде

𝑍(𝜏) = Tr exp 𝜋𝑖{(𝜏 − 𝜏)(𝐿0 + �̄�0 − 𝑐/12) + (𝜏 + 𝜏)(𝐿0 − �̄�0)}

= Tr exp 2𝜋𝑖{𝜏(𝐿0 − 𝑐/24)− 𝜏(�̄�0 − 𝑐/24)}
(1.23)

Или, если ввести 𝑞 = exp 2𝜋𝑖𝜏

𝑍(𝜏) = 𝑇𝑟
(︁
𝑞𝐿0−𝑐/24𝑞�̄�0−𝑐/24

)︁
(1.24)

Это выражение, на самом деле — сумма характеров представлений алгебры

Вирасоро (конформных семейств).

Двумерный тор представляет собой фактор пространство R2 ≈ C по

отношениям эквивалентности 𝑧 ∼ 𝑧 + 𝑤1 and 𝑧 ∼ 𝑧 + 𝑤2, где 𝑤1 и 𝑤2 не

параллельны.

Разные параметризации тора связаны модулярными преобразованиями,

таким образом возникает требование модулярной инвариантности статсум

мы.

При помощи конформных преобразований можно перейти к таким ко

ординатам, в которых соотношения эквивалентности для тора (граничные
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условия) записываются в виде 𝑧 ∼ 𝑧 + 1 и 𝑧 ∼ 𝑧 + 𝜏 , где 𝜏 в верхней полу

плоскости C.

Легко видеть, что 𝜏 , 𝑇 (𝜏) = 𝜏 + 1 и 𝑆(𝜏) = −1
𝜏 описывают конформно

эквивалентные торы. Отображения 𝑇 и 𝑆 порождают группу 𝑆𝐿(2,Z)/Z2,

состоящую из матриц вида

𝐴 =

⎛⎝𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

⎞⎠ где 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ Z, 𝑎𝑑− 𝑏𝑐 = 1, (1.25)

и матрицы 𝐴 и −𝐴 действуют одинаково на 𝜏

𝜏 → 𝐴𝜏 =
𝑎𝜏 + 𝑏

𝑐𝜏 + 𝑑
(1.26)

𝜏 называется модулярным параметром, а группа 𝑆𝐿(2,Z)/Z2 — модулярной

группой.

Конформная теория поля задаётся примарными полями 𝜑𝑎 с конформ

ными размерностями ℎ𝑎.

Примарные поля живут в пространствах ℋ(𝑖,𝑗), которые представляют

собой тензорные произведения неприводимого представления ℋ𝑗 киральной

алгебры и неприводимого представления ℋ̄�̄� антикиральной алгебры. Тогда

статсумма на торе (1.24) может быть записана в виде

𝑍(𝜏) =
∑︁
(𝑗,�̄�)

𝜒𝑗(𝑞)�̄��̄�(𝑞) (1.27)

где 𝜒𝑗 — нормализованный характер представления ℋ𝑗,

𝜒𝑗(𝜏) = 𝑇𝑟ℋ𝑗
(𝑞𝐿0− 𝑐

24 ) где 𝑞 = 𝑒2𝜋𝑖𝜏 (1.28)

Характеры переходят друг в друга при модулярных преобразованиях:

𝜒𝑗

(︂
−1

𝜏

)︂
=
∑︁
𝑘

𝑆𝑗𝑘𝜒𝑘(𝜏) и 𝜒𝑗(𝜏 + 1) =
∑︁
𝑘

𝑇𝑗𝑘𝜒𝑘(𝜏), (1.29)

где 𝑆 и 𝑇 — постоянные матрицы.
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1.3. Конформная теория поля на области с границей

При изучении критических явлений большое применение находит форму

лировка конформной теории поля на области с границей. Это естественно как

при описании реальных экспериментов, где система всегда имеет конечные

размеры, так и при изучении критического поведения отдельных кластеров в

решеточных моделях. Формулировка так называемой граничной конформной

теории поля восходит к пионерским работам Карди [45–47].

Рассмотрим теорию на верхней полуплоскости, которую мы обозначим

через H. Модель на верхней полуплоскости может быть конформно-инвари

антной только если конформные преобразования сохраняют границу и гра

ничные условия, то есть переводят вещественную ось в себя. Среди глобаль

ных конформных преобразований (1.2) это те, у которых параметры 𝑎, 𝑏, 𝑐

вещественные, то есть глобальная конформная группа для полуплоскости со

держит половину глобальных конформных преобразований плоскости. Ана

логично среди инфинитезимальных преобразований 𝑧 → 𝑧 + 𝜖(𝑧) подходят

лишь те, для которых 𝜖(𝑧) = 𝜖(𝑧). То есть голоморфный и антиголоморфный

сектора не независимы.

Вид преобразований примарных полей (1.4) дает следующие варианты

конформно-инвариантных граничных условий:

𝜑|R = 0, (1.30)

𝜑|R =∞, (1.31)

𝜕𝜑
𝜕𝑛

⃒⃒⃒
R
= 0 (1.32)

Конформное тождество Уорда показывает, как конформные преобразования

действуют на корреляционные функции:

𝛿𝜖,𝜖 ⟨𝑋⟩ = −
1

2𝜋𝑖

∮
𝐶

𝑑𝑧𝜖(𝑧) ⟨𝑇 (𝑧)𝑋⟩+ 1

2𝜋𝑖

∮
𝐶

𝑑𝑧𝜖(𝑧)
⟨︀
𝑇 (𝑧)𝑋

⟩︀
(1.33)
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Теперь контур интегрирования 𝐶 должен лежать в верхней полуплоскости, а

𝜖 и 𝜖 уже не являются независимыми, они комлексно сопряжены 𝜖 = 𝜖*. Тео

рия уже не распадается на независимые голоморфный и антиголоморфный

сектора. Однако мы можем продолжить теорию на нижнюю полуплоскость,

рассматривая зависимость от 𝑧𝑖 на верхней полуплоскости как зависимость

от 𝑧*𝑖 = 𝑧𝑖 на нижней полуплоскости. Для этого мы добавим “зеркальное

отражение” системы, то есть удвоим число полей в корреляторах, добавив

их образы по отношению преобразованию четности. Если выполнено условие

𝑇 (𝑧*) = 𝑇 (𝑧), 𝑇 (𝑧*) = 𝑇 (𝑧), то есть 𝑇 = 𝑇 на вещественной оси, мы мо

жем продолжить контуры интегрирования в нижнюю полуплоскость (Смот

ри Рис. 1.1).

Это условие естественно, так как в координатах 𝑥, 𝑦 оно имеет вид 𝑇𝑥𝑦 =

0, что соответствует отсутствию потока энергии через границу.

Теперь мы можем переписать тождество Уорда следующим образом:

𝛿𝜖 ⟨𝑋⟩ = −
1

2𝜋𝑖

∮
𝑑𝑧𝜖(𝑧) ⟨𝑇 (𝑧)𝑋 ′⟩ , (1.34)

где

𝑋 ′ = 𝜑ℎ1
(𝑧1)𝜑ℎ̄1

(𝑧*1) . . . 𝜑ℎ𝑛
(𝑧𝑛)𝜑ℎ̄𝑛

(𝑧*𝑛), (1.35)

а 𝜑ℎ𝑖
(𝑧𝑖) – голоморфная часть поля 𝜑(ℎ𝑖,ℎ̄𝑖

(𝑧𝑖, 𝑧𝑖) и 𝜑ℎ̄𝑖
(𝑧*𝑖 ) – антиголоморфная

часть после преобразования четности (отражения), то есть тоже голоморф

ное поле с голоморфной размерностью ℎ̄𝑖. Таким образом, коррелятор ⟨𝑋⟩ на

верхней полуплоскости, как функция 2𝑛 переменных 𝑧1, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛, 𝑧𝑛 удовле

творяет тем же дифференциальным уравнениям, что и коррелятор ⟨𝑋 ′⟩ на

всей плоскости, рассматриваемый как функция 2𝑛 голоморфных переменных

𝑧1, . . . 𝑧2𝑛, где 𝑧𝑛+𝑖 = 𝑧*𝑖 .

То есть если нас интересует 𝑛-точечная корреляционная функция в тео

рии на верхней полуплоскости, мы можем рассматривать голоморфную часть

2𝑛-точечной функции на всей плоскости. Взаимодействие полей с границей
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Рис. 1.1. Объединение контуров интегрирования в тождесте Уорда в граничной конформ

ной теории поля

симулируется путем рассмотрения взаимодействия полей с их зеркальными

отражениями.

Если мы хотим изучать теорию с неоднородными граничными условия

ми, мы можем сделать это введя так называемые граничные операторы. Рас

смотрим, для примера, поле 𝜑(𝑧) с конформной размерностью ℎ, заданное

на верхней полуплоскости. При приближении к вещественной оси оно взаи

модействует со своим зеркальным отражением и мы можем воспользоваться

операторным разложением:

𝜑(𝑧)𝜑(𝑧*) ≈
∑︁
𝑖

(𝑧 − 𝑧*)(ℎ𝑖−2ℎ)𝜙
(𝑖)
𝐵 (𝑥), (1.36)

где мы отбросили высшие члены и положили 𝑥 = 𝑧+𝑧*

2 , а поля 𝜙𝐵 живут

на границе. Операторы 𝜙
(𝑖)
𝐵 можно рассматривать как операторы изменения

граничных условий. Их классификация следует из требований модулярной

инвариантности и дается формулой Верлинде (См. [1, 46]).

Аналогичные рассуждения можно провести для ВЗНВ- и coset-моделей

на верхней полуплоскости [48],[49], [50–54], [55].

В разделе 5.1 мы обсудим связь граничной конформной теории поля с

решеточными моделями и стохастическими процессами.
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1.4. Аффинные алгебры Ли в моделях

Весса-Зумино-Новикова-Виттена

Модели Весса-Зумино-Новикова-Виттена обладают дополнительной сим

метрией. Алгебра токов в них — это алгебра Каца-Муди (аффинная алгебра

Ли g), полная киральная алгебра — полупрямое произведение 𝑉 𝑖𝑟 n g, при

марные поля классифицируются по неприводимым представлениям алгебры

g.

В данном разделе мы показываем, как такие модели можно строить пу

тем квантования нелинейной сигма-модели с дополнительным членом Весса

Зумино следуя обзору [56] и книге [1].

Модели Весса-Зумино-Новикова-Виттена можно строить начиная со сле

дующего действия:

𝑆 = 𝑆0 + 𝑘Γ (1.37)

где 𝑘 - целое. Здесь 𝑆0 — действие нелинейной 𝜎-модели.

𝑆0 =
1

4𝑎2

∫
𝑆2

𝑑2𝑥 𝑇𝑟(𝜕𝜇𝑔−1𝜕𝜇𝑔), (1.38)

где 𝑎2 > 0 - положительный параметр, 𝑔(𝑥) ∈ 𝐺 - поле со значениями в

группе Ли 𝐺, которую мы будем считать полупростой. Действие задается

на комплексной плоскости с бесконечностью, которая топологически эквива

лентна 2-сфере. Взятие следа 𝑇𝑟 представляет собой матричную реализацию

формы Киллинга 𝒦 алгебры Ли g, соответствующей группе Ли 𝐺.

В нелинейной 𝜎-модели конформная инвариантность теряется на кван

товом уровне. Голоморфный и антиголоморфный токи не сохраняются по

отдельности. Поэтому мы добавляем член Весса-Зумино Γ к действию

Γ = − 𝑖

24𝜋

∫
𝐵

𝜖𝑖𝑗𝑘𝑇𝑟

(︂
𝑔−1

𝜕𝑔

𝜕𝑦𝑖
𝑔−1

𝜕𝑔

𝜕𝑦𝑗
𝑔−1

𝜕𝑔

𝜕𝑦𝑘

)︂
𝑑3𝑦 (1.39)
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Он определен на трехмерном многообразии 𝐵, ограниченном исходным дву

мерным пространством 𝑆2. Через 𝑔 мы обозначили продолжение поля 𝑔 на

𝐵. Такое продолжение не единственно. В компактифицированном трехмер

ном пространстве компактное двумерное многообразие разделяет два трех

мерных многообразия.

G

2

(S  )γ

G

2

(S  )γ
B

BÕ

Рис. 1.2. Два продолжения поля на трехмерное многообразие

Разность значений члена Весса-Зумино ΔΓ на этих многообразиях дает

ся правой частью уравнения (1.39) с интегралом, продолженным на все ком

пактное трехмерное пространство. Так как оно топологически эквивалентно

три-сфере, получаем

ΔΓ = − 𝑖

24𝜋

∫
𝑆3

𝜖𝑖𝑗𝑘𝑇𝑟

(︂
𝑔−1

𝜕𝑔

𝜕𝑦𝑖
𝑔−1

𝜕𝑔

𝜕𝑦𝑗
𝑔−1

𝜕𝑔

𝜕𝑦𝑘

)︂
𝑑3𝑦 (1.40)

ΔΓ определен по модулю 2𝜋𝑖, поэтому Евклидов функциональный интеграл

с весом 𝑒𝑥𝑝(−Γ) хорошо определен. Значит константа связи, умножаемая на

этот член, должна быть целочисленной.

Уравнение движения для полного действия (1.37):

𝜕𝜇(𝑔−1𝜕𝜇𝑔) +
𝑎2𝑖𝑘

4𝜋
𝜖𝜇𝜈𝜕

𝜇(𝑔−1𝜕𝜈𝑔) = 0 (1.41)
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В комплексных координатах оно записывается в виде(︂
1 +

𝑎2𝑘

4𝜋

)︂
𝜕𝑧(𝑔

−1𝜕𝑧𝑔) +

(︂
1− 𝑎2𝑘

4𝜋

)︂
𝜕𝑧(𝑔

−1𝜕𝑧𝑔) = 0 (1.42)

Видно, что при 𝑎2 = 4𝜋
𝑘 у нас имеются законы сохранения

𝜕𝑧(𝑔
−1𝜕𝑧𝑔) = 0 (1.43)

Введем токи

𝐽𝑧 = 𝜕𝑧𝑔 𝑔
−1, 𝐽𝑧 = 𝑔−1𝜕𝑧𝑔. (1.44)

Тогда уравнение (1.43) примет вид

𝜕𝑧𝐽 = 0, 𝜕𝑧𝐽 = 0 (1.45)

То есть голоморфная и антиголоморфная части отщепляются, что является

указанием на наличие конформной инвариантности.

Решение классического уравнения движения имеет вид

𝑔(𝑧, 𝑧) = 𝑓(𝑧)𝑓(𝑧) (1.46)

при произвольных 𝑓(𝑧) и 𝑓(𝑧).

Сохранение по отдельности токов 𝐽𝑧, 𝐽𝑧 приводит к инвариантности дей

ствия при преобразованиях

𝑔(𝑧, 𝑧)→ Ω(𝑧)𝑔(𝑧, 𝑧)Ω̄−1(𝑧) (1.47)

где Ω, Ω̄ ∈ 𝐺. То есть мы получили локальную 𝐺(𝑧)×𝐺(𝑧)-инвариантность.

Для перехода к квантовому случаю мы переопределяем токи

𝐽(𝑧) ≡ −𝑘𝜕𝑧𝑔𝑔−1 𝐽(𝑧) = 𝑘𝑔−1𝜕𝑧𝑔 (1.48)

При инфинитезимальных преобразованиях Ω = 1 + 𝜔, Ω̄ = 1 + �̄� вариация

поля 𝛿𝜔𝑔 = 𝜔𝑔, а вариация действия дается равенством

𝛿𝑆 = − 1

2𝜋

∫
𝑑2𝑥

(︀
𝜕𝑧𝑇𝑟(𝜔(𝑧)𝐽(𝑧)) + 𝜕𝑧𝑇𝑟(�̄�(𝑧)𝐽(𝑧))

)︀
(1.49)
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Заменяем 𝑑2𝑥 = − 𝑖
2𝑑𝑧𝑑𝑧, интегрируем по частям и переходим к интегралу по

контуру, замыкая контур в разных направлениях для голоморфной и антиго

ломорфной частей. Тогда вариация действия примет вид

𝛿𝜔,�̄�𝑆 =
𝑖

4𝜋

∮
𝑑𝑧𝑇𝑟(𝜔(𝑧)𝐽(𝑧))− 𝑖

4𝜋

∮
𝑑𝑧𝑇𝑟(�̄�(𝑧)𝐽(𝑧)) (1.50)

Раскладывая токи по некоторому базису 𝑡𝑎 в алгебре Ли g

𝐽 =
∑︁

𝐽𝑎𝑡𝑎, 𝐽 =
∑︁

𝐽𝑎𝑡𝑎

𝜔 =
∑︁

𝜔𝑎𝑡𝑎
(1.51)

получаем

𝛿𝜔,�̄�𝑆 = − 1

2𝜋𝑖

∮
𝑑𝑧
∑︁

𝜔𝑎𝐽𝑎 +
1

2𝜋𝑖

∮
𝑑𝑧
∑︁

�̄�𝑎𝐽𝑎 (1.52)

Мы также получили тождества Уорда 𝛿 ⟨𝑋⟩ = ⟨(𝛿𝑆)𝑋⟩

𝛿𝜔,�̄� ⟨𝑋⟩ = −
1

2𝜋𝑖

∮
𝑑𝑧
∑︁

𝜔𝑎 ⟨𝐽𝑎𝑋⟩+ 1

2𝜋𝑖

∮
𝑑𝑧
∑︁

�̄�𝑎
⟨︀
𝐽𝑎𝑋

⟩︀
(1.53)

Из явного вида тока и формулы для преобразования 𝑔 имеем

𝛿𝜔𝐽 = [𝜔, 𝐽 ]− 𝑘𝜕𝑧𝜔, 𝛿𝜔𝐽
𝑎 =

∑︁
𝑖𝑓𝑎𝑏𝑐𝜔

𝑏𝐽 𝑐 − 𝑘𝜕𝑧𝜔𝑎 (1.54)

Если это подставить в тождество Уорда, то получаем операторное разложение

для токов:

𝐽𝑎(𝑧)𝐽 𝑏(𝑤) ∼ 𝑘𝛿𝑎𝑏
(𝑧 − 𝑤)2

+
∑︁

𝑖𝑓𝑎𝑏𝑐
𝐽 𝑐(𝑤)

(𝑧 − 𝑤)
(1.55)

Раскладывая токи в ряд, получаем

𝐽𝑎(𝑧) =
∑︁
𝑛∈Z

𝑧𝑛−1𝐽𝑎
𝑛[︀

𝐽𝑎
𝑛, 𝐽

𝑏
𝑚

]︀
=
∑︁
𝑐

𝑖𝑓𝑎𝑏𝑐𝐽 𝑐
𝑛+𝑚 + 𝑘𝑛𝛿𝑎𝑏𝛿𝑛+𝑚,0

(1.56)

Теперь мы видим, что компоненты токов образуют аффинную алгебру Ли 𝑔.

Тензор энергии-импульса вводится при помощи конструкции Сугавары

как сумма нормально упорядоченных компонент токов

𝑇 (𝑧) =
1

2(𝑘 + ℎ∨)

∑︁
𝑎

: 𝐽𝑎𝐽𝑎 : (𝑧) (1.57)
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Здесь ℎ∨ - дуальное число Кокстера. ℎ∨ =
∑︀

𝑖 𝛼
∨
𝑖 + 1 = 1

2(𝜃, 𝜃 + 2𝜌), а нор

мальное упорядочение вводится следующим образом:

: 𝐴𝐵 : (𝑤) =
1

2𝜋𝑖

∮
𝑑𝑧

𝑧 − 𝑤
𝐴(𝑧)𝐵(𝑤) (1.58)

Тензор энергии-импульса можно разложить на моды 𝐿𝑛

𝐿𝑛 =
1

2(𝑘 + ℎ∨)

∑︁
𝑎

∑︁
𝑚

: 𝐽𝑎
𝑚𝐽

𝑎
𝑛−𝑚 : (1.59)

Тогда коммутационные соотношения для мод 𝐿𝑛 имеют вид

[𝐿𝑛, 𝐿𝑚] = (𝑛−𝑚)𝐿𝑛+𝑚 +
𝑐

12
(𝑛3 − 𝑛)𝛿𝑛+𝑚,0

𝑐 =
𝑘 dim𝑔

𝑘 + ℎ∨

[𝐿𝑛, 𝐽
𝑎
𝑚] = −𝑚𝐽𝑎

𝑛+𝑚.

(1.60)

Таким образом, конструкция Сугавары — это способ вложения алгебры

Вирасоро в универсальную обертывающую аффинной алгебры Ли 𝑔

Полная киральная алгебра модели Весса-Зумино-Виттена равна полу

прямому произведению 𝑉 𝑖𝑟 n 𝑔

Примарными назваются поля, которые преобразуются ковариантно под

действием 𝐺(𝑧)×𝐺(𝑧), как 𝑔(𝑧, 𝑧). В терминах операторного разложения это

свойство переформулируется следующим образом:

𝐽𝑎(𝑧)𝑔(𝑤, �̄�) ∼ −𝑡
𝑎𝑔(𝑤, �̄�)

(𝑧 − 𝑤)

𝐽𝑎(𝑧)𝑔(𝑤, �̄�) ∼ 𝑔(𝑤, �̄�)𝑡𝑎

(𝑧 − 𝑤)

(1.61)

Любое поле 𝜑𝜆,𝜇, преобразующееся ковариантно по отношению к некоторо

му представлению, заданному весом 𝜆 в голоморфном секторе и весом 𝜇 в

антиголоморфном, является примарным полем WZW-модели.

В модах это свойство записывается в виде

(𝐽𝑎
0𝜑𝜆) = −𝑡𝑎𝜆𝜑𝜆

(𝐽𝑎
𝑛𝜑𝜆) = 0 для 𝑛 > 0

(1.62)
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Мы можем сопоставить состояние |𝜑𝜆⟩ полю 𝜑𝜆

|𝜑𝜆⟩ = lim
𝑧→0

𝜑𝜆(𝑧) |0⟩ (1.63)

Тогда условия (1.62) для примарных полей дают

𝐽𝑎
0 |𝜑𝜆⟩ = −𝑡𝑎𝜆 |𝜑𝜆⟩

𝐽𝑎
𝑛 |𝜑𝜆⟩ = 0 для 𝑛 > 0

(1.64)

Все вторичные состояния имеют вид

𝐽𝑎1
−𝑛1

𝐽𝑎2
𝑛2
. . . |𝜑𝜆⟩ (1.65)

Легко видеть, что действие генераторов алгебры Вирасоро на примарные

поля имеет вид

𝐿0 |𝜑𝜆⟩ =
1

2(𝑘 + ℎ∨)

∑︁
𝑎

𝐽𝑎
0𝐽

𝑎
0 |𝜑𝜆⟩ =

(𝜆, 𝜆+ 2𝜌)

2(𝑘 + ℎ∨)
|𝜑𝜆⟩ (1.66)

Здесь использовано явное выражение для собственных значений квадратич

ного оператора Казимира. То есть конформный вес примарного поля ВЗНВ

модели равен

ℎ𝜆 =
(𝜆, 𝜆+ 2𝜌)

2(𝑘 + ℎ∨)
(1.67)

В WZW-моделях примарные поля принадлежат тензорному произведе

нию неприводимых представлений аффинной алгебры, так как есть голо

морфный и антиголоморфный сектора.

Из тождества Уорда для токов (1.53), конструкции Сугавары (1.57) и опе

раторного разложения для тока и примарного поля (1.61) нетрудно получить

уравнение Книжника-Замолодчикова на корреляционные функции:⎛⎝ 𝜕

𝜕𝑧𝑖
+

𝑁∑︁
𝑗 ̸=𝑖

∑︁
𝑎

𝑡𝑎𝑖 𝑡
𝑎
𝑗

𝑘 + ℎ∨
1

𝑧𝑖 − 𝑧𝑗

⎞⎠ ⟨𝑔(𝑧1, 𝑧1) . . . 𝑔(𝑧𝑁 , 𝑧𝑁)⟩ (1.68)

Решая эти уравнения, в принципе, можно найти все корреляционные функ

ции.
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Как мы видим, теория представлений аффинных алгебр Ли играет опре

деляющую роль при изучении моделей Весса-Зумино-Новикова-Виттена. Для

удобства приведем в следующем разделе основные определения.

1.4.1. Простые алгебры Ли, алгебра петель, центральные

расширения и аффинные алгебры Ли

Определение 1. Алгебра Ли g – это векторное пространство с билинейной

операцией [·, ·] : g⊗ g→ g, которая называется скобкой Ли или коммутато

ром. Если выбрать некоторый базис 𝑋𝑖 в g, то коммутационные соотношения

можно задать при помощи структурных констант 𝐶𝑖𝑗𝑘:

[𝑋 𝑖, 𝑋𝑗] =
∑︁
𝑘

𝐶 𝑖𝑗
𝑘 𝑋

𝑘 (1.69)

Алгебра Ли называется простой если она не содержит нетривиальных

идеалов относительно коммутатора. Полупростая алгебра Ли – это прямая

сумма простых алгебр Ли.

Подалгеброй Картана hg называется нильпотентная подалгебра алгебры

g, совпадающая со своим нормализатором. Мы обозначаем элементы базиса

в hg через 𝐻
𝑖.

Форма Киллинга 𝒦 на g порождает невырожденную билинейную форму

(·, ·) на подалгебре Картана hg, позволяющую идентифицировать hg с подпро

странством дуального пространства h*g линейных функционалов на hg. Веса

– это элементы h*g, мы обозначаем их греческими буквами 𝜇, 𝜈, 𝜔, 𝜆 . . .

Коммутационные соотношения (1.69) можно записать в компактной фор

ме, если выбрать базис специальным образом. Такой базис описывается кор

невой системой, которая определяется в разделе 1.4.1 (Смотри также [57, 58]).

Чтобы определить аффинные алгебры нам нужно обсудить процедуру

центрального расширения алгебры Ли. Напомним несколько определений (см

[59],[60], [61]).
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Определение 2. Будем рассматривать алгебру Ли g над полем 𝑘 = C,R.

Векторное пространство𝐴 над полем 𝑘 называетсямодулем над g или g-модулем,

если задано билинейное отображение 𝜇 : g×𝐴→ 𝐴, такое что 𝜇([𝑋, 𝑌 ], 𝑎) =

𝜇(𝑋,𝜇(𝑌, 𝑎)) − 𝜇(𝑌, 𝜇(𝑋, 𝑎)) для 𝑋, 𝑌 ∈ g, 𝑎 ∈ 𝐴. Далее мы будем опускать

символ 𝜇 и писать 𝑋𝑎 = 𝜇(𝑋, 𝑎).

Определение 3. 𝑛-мерная коцепь с коэффициентами в 𝐴 – это кососим

метричный 𝑛-линейный функционал на g со значениями в 𝐴. Пространство

𝑛-коцепей 𝐶𝑛(g;𝐴) = Hom(∧𝑛g;𝐴).

Заметим, что элементы g действуют на 𝐶𝑛(g;𝐴).

Определение 4. Внешний дифференциал 𝑑 = 𝑑𝑛 : 𝐶𝑛(g;𝐴) → 𝐶𝑛+1(g;𝐴)

определяется формулой

(𝑑𝑐)(𝑋1, . . . , 𝑋𝑛+1) =
∑︁

1≤𝑠<𝑡≤𝑛+1

(−1)𝑠+𝑡−1𝑐([𝑋𝑠, 𝑋𝑡], 𝑋1, . . . , �̂�𝑠, . . . , �̂�𝑡, . . . 𝑋𝑛+1)

+
∑︁

1≤𝑠≤𝑛+1

(−1)𝑠𝑋𝑠𝑐(𝑋1, . . . �̂�𝑠, . . . 𝑋𝑛+1) (1.70)

Нетрудно проверить, что последовательность

· · · 𝑑𝑛←− 𝐶𝑛(𝑔;𝐴)
𝑑𝑛−1←− 𝐶𝑛−1(g;𝐴)← · · · ← 𝐶1(g;𝐴)

𝑑0←− 𝐶0(g;𝐴)← 0 (1.71)

точна.Тогда {𝐶𝑛(g;𝐴), 𝑑𝑛} = 𝐶*(g;𝐴) есть комплекс.

Определение 5. Соответствующие когомологии называются когомология

ми алгебры g с коэффициентами в 𝐴 и обозначаются через 𝐻𝑛(g;𝐴) =

Ker 𝑑𝑛/Im 𝑑𝑛−1.

Заметим, что поле 𝑘 может рассматриваться как тривиальный g-модуль.

В этом случае второй член в формуле (1.69) исчезает и используют сокра

щенные обозначения 𝐶𝑛(g), 𝐻𝑛(g).
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Определение 6. Определим, заодно, и гомологии. Пространство 𝑛-мерных

цепей 𝐶𝑛(g;𝐴) = 𝐴 ⊗ ∧𝑛g, дифференциал 𝜕 = 𝜕𝑛 : 𝐶𝑛(g;𝐴) → 𝐶𝑛−1(g;𝐴)

определяется формулой

𝜕(𝑎⊗ (𝑋1 ∧ · · · ∧𝑋𝑛)) =∑︁
1≤𝑠<𝑡≤𝑛+1

(−1)𝑠+𝑡−1𝑎⊗ ([𝑋𝑠, 𝑋𝑡] ∧𝑋1 ∧ · · · ∧ �̂�𝑠 ∧ · · · ∧ �̂�𝑡 ∧ · · · ∧𝑋𝑛+1)

+
∑︁

1≤𝑠≤𝑛+1

(−1)𝑠(𝑋𝑠𝑎)⊗ (𝑋1 ∧ · · · ∧ �̂�𝑠 ∧ · · · ∧𝑋𝑛+1) (1.72)

Аналогично определяется точная последовательность, комплекс и группа го

мологий 𝐻𝑛(g;𝐴).

Определение 7. Одномерным центральным расширением алгебры g назы

вается точная последовательность

0→ 𝑘 → g̃→ g→ 0, (1.73)

такая что образ 𝑘 → g̃ содержится в центре g̃.

Заметим, что всякий 2-коцикл 𝑐 ∈ 𝐶2(g;𝐴), 𝑑𝑐 = 0 определяет централь

ное расширение g:

0→ 𝑘
𝜆→(0,𝜆)−→ g̃ = g⊕ 𝑘 (𝑋,𝜆)→𝑋−→ g→ 0 (1.74)

Скобка Ли в алгебре g̃, которая равна g ⊕ 𝑘 как векторное пространство,

определяется равенством

[(𝑋,𝜆), (𝑌, 𝜇)] = ([𝑋, 𝑌 ], 𝑐(𝑋, 𝑌 )) (1.75)

Тождество Якоби для такой скобки равносильно тому, что 𝑐 — 2-коцикл.

Когомологичным коциклам отвечают эквивалентные расширения.

34



Два расширения g̃ и ˜̃g называются эквивалентными, если существует

изоморфизм 𝐼 : g̃→ ˜̃g такой, что диаграмма коммутирует:

0 g g̃ 𝑘 0

0 g ˜̃g 𝑘 0

- -

?

𝑖𝑑

?

𝐼

-

?

𝑖𝑑

-

- - - -

(1.76)

Таким образом пространство 𝐻2(g) – это множество классов 1-мерных

центральных расширений g. Нуль в 𝐻2(g) соответствует тривиальному рас

ширению.

Для алгебры Витта (1.3) существует коцикл

𝑐(𝑙𝑛, 𝑙𝑚) =
1

12
(𝑚3 −𝑚)𝛿−𝑛,𝑚 (1.77)

Соответствующее центральное расширение алгебры Витта называется алгеб

рой Вирасоро. Коммутационные соотношения этой алгебры имеют вид

[𝐿𝑛, 𝑐] = 0 (1.78)

[𝐿𝑛, 𝐿𝑚] = (𝑛−𝑚)𝐿𝑛+𝑚 +
𝑐

12
(𝑚3 −𝑚)𝛿−𝑛,𝑚 (1.79)

Можно показать, что 𝐻2(𝑊𝑖𝑡𝑡) ∼= C и все нетривиальные коциклы пропор

циональны 𝑐. (Доказательство есть в [59], [39]).

Алгебра петель 𝐿g = g⊗C[𝑡, 𝑡−1], соответствующая полупростой алгебре

Ли g, определяется коммутационными соотношениями

[𝑋 𝑖𝑡𝑛, 𝑋𝑗𝑡𝑚] = 𝑡𝑛+𝑚
∑︁
𝑘

𝐶 𝑖𝑗
𝑘 𝑋

𝑘 (1.80)

Центральное расширение алгебры петель ведет к возникновению дополни

тельного члена

[𝑋 𝑖𝑡𝑛 + 𝛼𝑐,𝑋𝑗𝑡𝑚 + 𝛽𝑐] = 𝑡𝑛+𝑚
∑︁
𝑘

𝐶 𝑖𝑗
𝑘 𝑋

𝑘 + (𝑋 𝑖, 𝑋𝑗)𝑛𝛿𝑛+𝑚,0𝑐 (1.81)

Эта алгебра ĝ = g ⊗ C[𝑡, 𝑡−1] ⊕ C𝑐 называется (не скрученной) аффинной

алгеброй Ли [62], [63, 64], [65].
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Модули, веса и корни

Пусть g – конечномерная или аффинная алгебра Ли. Мы ввели модули

алгебры g в определении 2. Широко используется термин представление.

Определение 8. Представлением алгебры g на векторном пространстве 𝑉

называется гомоморфизм g → 𝑔𝑙(𝑉 ) из g в алгебру Ли эндоморфизмов век

торного пространства 𝑉 , где скобка задана коммутатором:

[𝑥, 𝑦] · 𝑣 = 𝑥 · (𝑦 · 𝑣)− 𝑦 · (𝑥 · 𝑣), для 𝑥, 𝑦 ∈ g, 𝑣 ∈ 𝑉 (1.82)

В произвольном представлении операторы, соответствующие генерато

рам подалгебры Картана 𝐻 𝑖, можно одновременно диагонализовать путем

специального выбора базиса {𝑣𝑗} в 𝑉 :

𝐻 𝑖 · 𝑣𝑗 = 𝜈𝑖𝑗𝑣𝑗 (1.83)

Собственные значения 𝜈𝑖𝑗 генераторов Картана на элементе базиса 𝑣𝑗 опреде

ляют вес 𝜈𝑗 ∈ h*g, такой, что 𝜈𝑗(𝐻
𝑖) = 𝜈𝑖𝑗. Вектор 𝑣 ∈ 𝑉 называется весовым

вектором веса 𝜆, если 𝐻𝑣 = 𝜆𝑗(𝐻)𝑣, ∀𝐻 ∈ h. Весовое подпространство со

стоит из всех весовых векторов 𝑉𝜆 = {𝑣 ∈ 𝑉 : 𝐻𝑣 = 𝜆𝑗(𝐻)𝑣, ∀𝐻 ∈ h}.

Кратностью веса 𝑚𝜆 = mult(𝜆) = dim𝑉𝜆 называется размерность весового

подпространства.

Структура модуля определяется набором весов, так как действие генера

торов 𝐸𝛼 на весовых векторах дается выражением

𝐸𝛼 · 𝑣𝜆 ∝ 𝑣𝜆+𝛼 (1.84)

Структуру модуля можно записать в виде формального характера

ch𝑉 =
∑︁
𝜆

𝑚𝜆𝑒
𝜆 (1.85)
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Характер ch𝑉 ∈ ℰ – это элемент алгебры ℰ , порожденной формальными

экспонентами весов. Характер можно специализировать — взять его значение

на некотором элементе 𝜉 ∈ h.

Алгебра Ли является собственным модулем по отношению к специально

му представлению, называющемуся присоединенном. Действие генераторов в

этом представлении дается скобкой 𝑎𝑑𝑋𝑌 = [𝑋, 𝑌 ]. Корни – это веса присо

единенного представления алгебры g. Они определяют коммутационные соот

ношения в алгебре следующим образом. Обозначим через Δ множество кор

ней. Для каждого 𝛼 ∈ Δ существует корень −𝛼 ∈ Δ и генераторы 𝐸𝛼, 𝐸−𝛼,

такие, что

[𝐻 𝑖, 𝐸𝛼] = 𝛼𝑖𝐸𝛼 (1.86)

[︀
𝐸𝛼, 𝐸𝛽

]︀
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑁𝛼,𝛽𝐸

𝛼+𝛽, if 𝛼 + 𝛽 ∈ Δ

2
(𝛼,𝛼)

∑︀
𝑖 𝛼

𝑖𝐻 𝑖, if 𝛼 = −𝛽

0, в остальных случаях

(1.87)

В корневой системе Δ можно выбрать множество положительных кор

ней. Это подмножество Δ+ ⊂ Δ, такое, что для любого корня 𝛼 ∈ Δ ровно

один из корней 𝛼,−𝛼 содержится Δ+ и для любых двух различных положи

тельных корней 𝛼, 𝛽 ∈ Δ+, таких, что 𝛼+𝛽 ∈ Δ их сумма тоже положительна

𝛼+ 𝛽 ∈ Δ+. Элементы множества −Δ+ называются отрицательными корня

ми.

Определение 9. Сингулярным называется вектор 𝑣𝜆, такой что 𝐸𝛼𝑣𝜆 =

0, ∀𝛼 ∈ Δ+. Вес 𝜆, отвечающий сингулярному вектору, также называется

сингулярным.

В следующем разделе мы показываем, что структура модулей старшего

веса определяется сингулярным элементом – элементом алгебры, порожден
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ной формальными экспонентами весов, который является линейной комбина

цией экспонент сингулярных весов.

Положительный корень называется простым если его нельзя предста

вить в виде суммы положительных корней. Множество простых корней Φ =

{𝛼𝑖} является базисом в h*g и каждый корень может быть записан как сумма

𝛼 =
∑︀

𝑖 𝑛𝑖𝛼𝑖, где все 𝑛𝑖 не отрицательны или не положительны одновремен

но. В случае конечномерной алгебры Ли g простые корни можно пронуме

ровать числами от 1 до ранга алгебры 𝑖 = 1, . . . , 𝑟, 𝑟 = rank(g). Такая

нумерация порождает лексикографическое упорядочение корневой системы.

Старший по отношению к этому упорядочению корень обозначается через

𝜃 =
∑︀

𝑖=1,...,𝑟 𝑎𝑖𝛼𝑖, его координаты в базисе простых корней 𝑎𝑖 называются

марками. 𝜃 – это старший вес присоединенного модуля (См. раздел 1.4.1).

Ко-марками называются числа 𝑎∨𝑖 = (𝛼𝑖,𝛼𝑖)
2 𝑎𝑖.

В аффинной алгебре Ли ĝ множество корней Δ бесконечно, но набор

простых корней Φ конечен. Обозначим его элементы через 𝛼0, . . . 𝛼𝑟, где 𝑟 =

rank(g). Корни 𝛼1, . . . , 𝛼𝑟 – это корни соответствующей конечномерной алгеб

ры Ли
∘
g. Простой корень 𝛼0 = 𝛿 − 𝜃 – это разность мнимого корня 𝛿 и 𝜃 –

старшего корня алгебры
∘
g. Заметим, что кратность корня mult(𝛼) в случае

аффинной алгебры Ли может быть больше единицы.

Подалгебра b+ ⊂ g, порожденная генераторами 𝐻 𝑖, 𝐸𝛼, соответствующи

ми положительным корням 𝛼 ∈ Δ+, называется подалгеброй Бореля.

Параболическая подалгебра p𝐼 ⊃ b+ содержит подалгебру Бореля и по

рождена некоторым подмножеством простых корней {𝛼𝑗 : 𝑗 ∈ 𝐼, 𝐼 ⊂ {1 . . . 𝑟}}.

Она образована подмножеством генераторов {𝐻 𝑖} ∪ {𝐸𝛼 : 𝛼 ∈ Δ+} ∪ {𝐸−𝛼 :

𝛼 ∈ Δ+, 𝛼 =
∑︀

𝑗∈𝐼 𝑛𝑗𝛼𝑗}. Регулярная подалгебра a ⊂ g определяется корневой

системой Δa, множество простых корней которой {𝛽𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟a} является

подмножеством множества {𝛼1, . . . , 𝛼𝑟} ∪ {−𝜃} корней алгебры g.

Группа Вейля𝑊g порождается отражениями {𝑠𝑖 : h*g → h*g}, соответству
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ющим простым корням {𝛼𝑖}:

𝑠𝑖 · 𝜆 = 𝜆− 2(𝛼𝑖, 𝜆)

(𝛼𝑖, 𝛼𝑖)
𝛼𝑖 (1.88)

Корневая система и характеры представлений инвариантны относительно

действия группы Вейля. Корневая система может быть восстановлена из мно

жества простых корней в результате применения вейлевских отражений.

Группа Вейля конечна для конечномерных алгебр Ли и конечно порож

дена для аффинных алгебр Ли.

Рассмотрим действие элемента группы Вейля 𝑠𝛼𝑠𝛼+𝛿 аффинной алгеб

ры Ли ĝ, соответствующего простому корню 𝛼 конечномерной подалгебры

Ли g. Из определения (1.88) легко видеть, что 𝑠𝛼𝑠𝛼+𝛿 · 𝜆 = 𝜆 + 2(𝜆,𝛿)
(𝛼,𝛼)𝛼 −(︁

(𝛼,𝛼)
2 (𝜆, 𝛿) + (𝜆, 𝛼)

)︁
𝛿. То есть группа Вейля для аффинной алгебры Ли мо

жет быть представлена как полупрямое произведение группы Вейля 𝑊g ко

нечномерной подалгебры g и трансляций, соответствующих корням g.

Элемент группы Вейля можно представить как произведение простых

отражений различными способами. Число простых отражений в кратчайшей

последовательности, представляющей элемент 𝑤 ∈ 𝑊g называется длиной 𝑤

и обозначается 𝑙(𝑤). Мы также используем обозначение 𝜖(𝑤) = (−1)𝑙(𝑤) для

четности числа отражений Вейля, порождающих 𝑤.

Фундаментальная область 𝐶 для действия группы Вейля 𝑊g на h*g опи

сывается условием 𝜉 ∈ 𝐶 ⇔ (𝜉, 𝛼𝑖) ≥ 0 для всех простых корней 𝛼𝑖. Ее

называют главной камерой Вейля.

Матрица Картана 𝐴 строится из произведений простых корней

𝐴𝑖𝑗 =
2(𝛼𝑖, 𝛼𝑗)

(𝛼𝑗, 𝛼𝑗)
. (1.89)

Она может использоваться для компактного описания алгебры Ли и ее ком

мутационных соотношений в базисе Шевалле [57], [66], [67].

Форма, заданная матрицей Картана (1.89) определяет базис, дуальный
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к базису простых корней. Он называется базисом фундаментальных весов.

Мы обозначаем его элементы через 𝜔𝑖:

⟨𝜔𝑖, 𝛼𝑗⟩ =
2(𝜔𝑖, 𝛼𝑗)

(𝛼𝑗, 𝛼𝑗)
= 𝛿𝑖𝑗 (1.90)

Для конечномерной алгебры Ли существует 𝑟 фундаментальных весов 𝜔𝑖, 𝑖 =

1, . . . , 𝑟. Для аффинной алгебры Ли есть дополнительный фундаментальный

вес 𝜔0 = 𝜆, (𝜆, 𝛿) = 1, (𝜆, 𝜆) = (𝛿, 𝛿) = 0. Другие фундаментальные веса

равны 𝜔𝑖 = 𝑎∨𝑖 𝜔0+
∘
𝜔𝑖, где

∘
𝜔𝑖 – это фундаментальные веса конечномерной

подалгебры Ли g.

Сумма фундаментальных весов 𝜌 =
∑︀

𝑖 𝜔𝑖 называется вектором Вейля

и играет большую роль в теории представлений.

Модули старшего веса

Мы рассматриваем конечно-порожденные g-модули 𝑉 , такие, что 𝑉 =⨁︀
𝜉∈h*g 𝑉𝜉, где каждое подпространство 𝑉𝜉 конечномерно и существует конеч

ный набор весов 𝜆1, . . . 𝜆𝑠, порождающий весовую систему модуля 𝑉 . То есть,

если dim𝑉𝜉 ̸= 0, то 𝜉 = 𝜆𝑖 −
∑︀

𝑘=1,...,𝑟 𝑛𝑘𝛼𝑘, где 𝑛𝑘 ∈ Z+ (См. [68], [69]).

Модули старшего веса содержат единственный старший вес 𝜇 и все осталь

ные веса в них могут быть получены вычитанием линейных комбинаций про

стых корней 𝜆 = 𝜇− 𝑛1𝛼1 − · · · − 𝑛𝑟𝛼𝑟, 𝑛𝑘 ∈ Z+.

Самый простой тип модулей старшего веса – это модули Верма 𝑀𝜇. Мо

дуль Верма можно определить, как пространство

𝑀𝜇 = 𝑈(g) ⊗
𝑈(b+)

𝐷𝜇(b+), (1.91)

где действие g дается умножением в 𝑈(g), а ⊗
𝑈(b+)

значит, что действие эле

ментов 𝑈(b+) “проносится” через левую часть тензорного произведения на

право. Здесь b+ – подалгебра Бореля, а 𝐷𝜇(b+) – представление b+, такое,
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что 𝐷(𝐸𝛼) = 0, 𝐷(𝐻) = 𝜇(𝐻) для любого положительного корня 𝛼. Эле

менты g действуют слева и мы должны прокоммутировать все элементы b+

направо, чтобы они могли подействовать на пространстве 𝐷𝜆(b+).

Кратности весов в модуле Верма можно определить из формулы Вейля

для характеров

ch𝑀𝜇 =
𝑒𝜇∏︀

𝛼∈Δ+ (1− 𝑒−𝛼)mult(𝛼)
=

𝑒𝜇∑︀
𝑤∈𝑊 𝜖(𝑤)𝑒𝑤𝜌−𝜌

(1.92)

Здесь мы воспользовались тождеством Вейля для знаменателей

𝑅 :=
∏︁
𝛼∈Δ+

(︀
1− 𝑒−𝛼

)︀mult(𝛼)
=
∑︁
𝑤∈𝑊

𝜖(𝑤)𝑒𝑤𝜌−𝜌. (1.93)

У модуля Верма𝑀𝜇 есть единственный максимальный подмодуль и нетри

виальный фактормодуль 𝐿𝜇 является неприводимым модулем старшего веса.

Неприводимые модули старшего веса не имеют нетривиальных подмоду

лей. Формула Вейля-Каца для характеров неприводимых модулей старшего

веса имеет вид

ch𝐿𝜇 =

∑︀
𝑤∈𝑊 𝜖(𝑤)𝑒𝑤(𝜇+𝜌)−𝜌∑︀

𝑤∈𝑊 𝜖(𝑤)𝑒𝑤𝜌−𝜌
=
∑︁
𝑤∈𝑊

𝜖(𝑤) ch𝑀𝑤(𝜇+𝜌)−𝜌 (1.94)

То есть характер неприводимого модуля старшего веса можно рассматривать

как комбинацию характеров модулей Верма. Этот факт следует из существо

вания резольвенты Бернштейна-Гельфанда-Гельфанда [27, 70], см. также [68].

Конструкция обобщенного (или параболического) модуля Верма анало

гична формуле (1.91), но представление подалгебры Бореля заменяется на

представление параболической подалгебры p𝐼 ⊃ b+, определяющейся некото

рым подмножеством {𝛼𝐼} простых корней 𝐼 ⊂ {1, . . . , 𝑟}:

𝑀𝜇
𝐼 = 𝑈 (g)⊗𝑈(p𝐼) 𝐿

𝜇
p𝐼
.

Введем формальный элемент 𝑅𝐼 :=
∏︀

𝛼∈Δ+∖Δ+
p𝐼
(1− 𝑒−𝛼)mult(𝛼). Тогда харак
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тер обобщенного модуля Верма можно записать в виде

ch𝑀𝜇
𝐼 =

1

𝑅𝐼
ch𝐿𝜇

p𝐼
. (1.95)

Заметим, что в формулах Вейля для характеров (1.92,1.94,1.95) структу

ра модулей определяется числителем. Формальный элемент, стоящий в числи

теле формулы Вейля, называется сингулярным элементом. В случае модуля

Верма сингулярный элемент задается старшим весом, а у неприводимых мо

дулей и параболических модулей Верма является комбинацией формальных

экспонент сингулярных весов. Разложение сингулярных элементов модулей

старшего веса играет существенную роль в данной диссертации.

Формула Вейля для характеров может быть использована для получения

рекуррентных соотношений на кратности весов. Эти соотношения важны для

вычислений [71, 72].

Для неприводимых модулей старшего веса рекуррентные соотношения

имеют вид

𝑚𝜉 = −
∑︁

𝑤∈𝑊∖𝑒

𝜖(𝑤)𝑚𝜉−(𝑤(𝜌)−𝜌) +
∑︁
𝑤∈𝑊

𝜖(𝑤)𝛿(𝑤(𝜇+𝜌)−𝜌),𝜉. (1.96)

Формулы для модулей Верма и обобщенных модулей Верма отличаются толь

ко во вторым членом в правой части. В случае модулей Верма он равен 𝛿𝜉,𝜇.

Для обобщенного модуля Верма суммирование во втором члене в правой ча

сти равенства (1.96) производится по элементам подгруппы Вейля порожден

ной отражениями, соответствующими корням {𝛼𝐼}.

В разделе 2.1 мы покажем, что для модулей старшего веса эти соотноше

ния могут быть получены как частный случай рекуррентных соотношений

на коэффициенты ветвления.

Другая рекуррентная формула для кратностей может быть получена

из рассмотрения действия элементов Казимира на неприводимых модулях
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старшего веса [57]:

𝑚𝜆 =
2

(𝜇+ 𝜌)2 − (𝜆+ 𝜌)2

∑︁
𝛼∈Δ+

∑︁
𝑘≥1

(𝜆+ 𝑘𝛼, 𝛼)𝑚𝜆+𝑘𝛼. (1.97)

Эта формула называется формулой Фрейденталя. Заметим, что она приме

нима только для неприводимых модулей. Практические аспекты применения

рекуррентных соотношений (1.96) и (1.97) для вычисления кратностей весов

обсуждаются в разделе 5.2.2.

Опишем теперь проблему редукции – разложения модуля алгебры в сум

му модулей подалгебры. Пусть 𝐿𝜇 – модуль конечномерной или аффинной

алгебры Ли g, а a ⊂ g – подалгебра. Тогда

𝐿𝜇
g↓a =

⨁︁
𝜈∈𝑃+

a

𝑏(𝜇)𝜈 𝐿𝜈
a. (1.98)

Если ввести оператор проекции 𝜋a : h
* → h*a на весовое пространство подал

гебры, то разложение модуля можно переписать как линейную комбинацию

формальных характеров:

𝜋a ∘ 𝑐ℎ (𝐿𝜇) =
∑︁
𝜈∈𝑃+

a

𝑏(𝜇)𝜈 𝑐ℎ (𝐿𝜈
a) . (1.99)

При этом возникает задача вычисления коэффициентов ветвления 𝑏
(𝜇)
𝜈 . За

метим, что коэффициенты ветвления, в принципе, можно находить путем

построения характера исходного модуля 𝐿𝜇
g (что требует вычисления всех

кратностей весов) и последовательного вычитания характеров модулей 𝐿𝜈
a,

входящих в разложение. Однако такое вычисление весьма трудоемко, поэто

му в главе 2 мы выводим эффективное рекуррентное соотношение (Теорема

2), позволяющее вычислять коэффициенты ветвления без нахождения крат

ностей весов. Преимущества данного алгоритма обсуждаются в разделе 2.3.

Проблема редукции модулей конечномерных алгебр Ли возникает во мно

гих областях физики, например, в физике элементарных частиц и спектроско
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пии. В следующих двух разделах мы показываем, как коэффициенты ветвле

ния для аффинных алгебр Ли возникают при изучении моделей конформной

теории поля.

1.4.2. Коэффициенты ветвления и модулярно-инвариантные

статсуммы

Рассмотрим модель Весса-Зумино-Новикова-Виттена, соотвествующую

алгебре a ⊂ g на торе. В этой модели примарные поля определяются старши

ми весами �̂�, 𝜉 соответствующих представлений алгебры a. Тогда простран

ство полей представляет собой прямую сумму

ℋ =
⨁︁

�̂�,𝜉∈𝑃 (𝑘),+
a

𝑀�̂�,𝜉𝐿�̂� ⊗ 𝐿𝜉 (1.100)

В теории на торе набор физически допустимых полей ограничен требовани

ями модулярной инвариантности. Коэффициенты ветвления для вложения

аффинной подалгебры Ли a в аффинную алгебру g можно использовать для

построения модулярно-инвариантной статсуммы в соответствующей ВЗНВ

модели.

Модулярная инвариантность статсуммы необходима для самосогласован

ности теории на торе и римановых поверхностях высшего рода, что важно

для приложений конформной теории поля в теории струн и описании крити

ческого поведения.

Простейшая модулярно-инвариантная статсумма имеет диагональный

вид:

𝑍(𝜏) =
∑︁
𝜇∈𝑃+

g

𝜒𝜇(𝜏)�̄�𝜇(𝜏) (1.101)

Здесь суммирование ведется по множеству старших весов интегрируемых мо

дулей в ВЗНВ-модели, а 𝜒𝜇(𝜏) – это нормированные характеры (см. [1]) этих

модулей.
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Построение недиагональных модулярных инвариантов – это нетривиаль

ная проблема, хотя для некоторых моделей известна полная классификация

модулярных инвариантов [73, 74].

Рассмотрим модель Весса-Зумино-Новикова-Виттена с аффинной алгеб

рой Ли a. Недиагональные модулярные инварианты этой модели могут быть

построены из диагонального инварианта, если существует аффинная алгеб

ра g, такая, что a ⊂ g. Тогда мы можем заменить характеры g-модулей в

диагональной модулярно-инвариантной статсумме (1.101) на разложения∑︁
𝜈∈𝑃+

a

𝑏(𝜇)𝜈 𝜒𝜈,

содержащие нормированные характеры 𝜒𝜈 соответствующих a-модулей. В ре

зультате мы получим недиагональную модулярно-инвариантную статсумму

для теории с алгеброй токов a,

𝑍a(𝜏) =
∑︁

𝜈,𝜆∈𝑃+
a

𝜒𝜈(𝜏)𝑀𝜈𝜆�̄�𝜆(𝜏). (1.102)

Эффективная процедура редукции существенна для этой конструкции.

Вложение должно сохранять конформную инвариантность. Пусть 𝐽
𝛼𝑗

−𝑛𝑗
и 𝐽

𝛼′
𝑗

−𝑛𝑗

– понижающие операторы для алгебры g и подалгебры a ⊂ g соответственно.

Обозначим через 𝜋a оператор проекции 𝜋a : g −→ a. В теории, связанной с g

и вакуумом |𝜆⟩ состояния строятся как

𝐽𝛼1
−𝑛1

𝐽𝛼2
−𝑛2

. . . |𝜆⟩ 𝑛1 ≥ 𝑛2 ≥ · · · > 0.

А для подалгебры a соответствующие состояния имеют вид

𝐽
𝛼′
1
−𝑛1

𝐽
𝛼′
2
−𝑛2

. . . |𝜋a(𝜆)⟩ .

Инвариантность вакуума под действием g влечет его инвариантность отно

сительно действия a, но это неверно для тензора энергии-импульса. Необхо

димо, чтобы тензор энергии-импульса объемлющей теории содержал только
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генераторы 𝐽 . Тогда соотношение

𝑇g(𝑧) = 𝑇a(𝑧) (1.103)

ведет к равенству центральных зарядов

𝑐(g) = 𝑐(a)

и к уравнению
𝑘 dim g

𝑘 + ℎ∨g
=
𝑥𝑒𝑘 dim a

𝑥𝑒𝑘 + ℎ∨a
. (1.104)

Здесь 𝑥𝑒 – так называемый “индекс вложения”: 𝑥𝑒 =
|𝜋a𝜃|2

|𝜃a|2
, где 𝜃, 𝜃a – старшие

корни алгебр g и a, а ℎ∨g и ℎ∨a – дуальные числа Кокстера.

Можно показать, что решения уравнения (1.104) существуют только для

уровня 𝑘 = 1 [1]. Полная классификация конформных вложения дана в ра

боте [75]. Для конформных вложений существуют специальные методы раз

ложения представлений [76].

Если рассмотреть соотношение (1.104) и асимптотику функций ветвле

ния, то можно доказать теорему о конечной приводимости [77]. Она утвер

ждает, что для конформного вложения a −→ g лишь конечное число коэф

фициентов ветвления отлично от нуля.

Таким образом, редукция представлений аффинной алгебры на представ

ления подалгебры, рассмотренная в главе 2, приводит к построению моду

лярно-инвариантных статсумм методом конформных вложений [78]. Пробле

ма конформных вложений также недавно рассматривалась в работе [79]. Мы

приводим примеры таких вычислений в разделе 2.4.

1.5. Coset-модели конформной теории поля

Coset-конструкция для моделей конформной теории поля была предло

жена в работе [15]. Первоначально она была введена чисто алгебраически на
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языке генераторов, без обращения к действию и лагранжиану. Coset-модели

задаются алгеброй Ли g и ее подалгеброй a. Обозначим через 𝐽𝑎
𝑛 генераторы

аффинной алгебры Ли ĝ, а через 𝐽 𝑏
𝑛 – генераторы â, так что 𝐽 𝑏

𝑛 =
∑︀

𝑎𝑚
𝑏
𝑎𝐽

𝑎
𝑛. Ге

нераторы алгебры Вирасоро в coset-моделях даются разностями выражений

Сугавары для ВЗНВ-моделей, соответствующих алгебрам g и a:

𝐿𝑛 = 𝐿g
𝑛 − 𝐿a

𝑛

Коммутационные соотношения между генераторам алгебры Вирасоро и гене

раторами подалгебры â тривиальны[︁
𝐿𝑛, 𝐽

𝑏
𝑚

]︁
= 0 (1.105)

То есть в coset-моделях коммутационные соотношения полной киральной ал

гебры даются выражением

𝐿𝑛 = 𝐿g
𝑛 − 𝐿a

𝑛,

[𝐿g
𝑛, 𝐽

𝑎
𝑚] = −𝑚𝐽𝑎

𝑛+𝑚,[︁
𝐿g
𝑛, 𝐽

𝑏
𝑚

]︁
= −𝑚𝐽 𝑏

𝑛+𝑚,

[𝐿g
𝑛, 𝐿𝑚] = [𝐿g

𝑛, 𝐿
g
𝑚]− [𝐿g

𝑛, 𝐿
a
𝑚] =

= (𝑛−𝑚)𝐿𝑚+𝑛 +
𝑐
12(𝑛

3 − 𝑛)𝛿𝑚+𝑛,0.

(1.106)

Рассмотрим неприводимый модуль 𝐿𝜇
ĝ как приводимый модуль подалгеб

ры â: 𝐿𝜇
ĝ =

⨁︀
𝜈 𝐿

𝜈
â. В силу равенства (1.105) весовые векторы, соответствую

щие весам 𝐿𝜇
ĝ , сингулярным по отношению к действию â, будут образовывать

модуль алгебры Вирасоро.

Статсумма этой модели будет даваться функциями ветвления для вложе

ния â→ ĝ. Проблемы вычисления функций ветвления для аффинных алгебр

Ли мы рассматриваем в главе 2.

Coset-модели можно реализовать, как калибровочные модели Весса-Зумино

Новикова-Виттена, если добавить дополнительные калибровочные поля 𝐴,𝐴,
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принимающие значения в алгебре Ли a ⊂ g, в действие ВЗНВ-модели [80]:

𝑆(𝑔, 𝐴) = 𝑆𝑊𝑍𝑁𝑊 (𝑔)+

𝑘

4𝜋

∫
𝑑2𝑧
(︀
𝒦(𝐴, 𝑔−1𝜕𝑔)−𝒦(𝐴, (𝜕𝑔)𝑔−1) +𝒦(𝐴, 𝑔−1𝐴𝑔)−𝒦(𝐴,𝐴)

)︀
(1.107)

Полученная теория поля обладает калибровочной 𝐺×𝐺-инвариантностью и

ее квантование естественно проводить с использованием БРСТ-формализма

[81].

Токи в квантовой теории даются выражением

𝐽(g,a) = −𝑘𝜕𝑔𝑔−1 − 𝑘𝑔𝐴𝑔−1 (1.108)

Из тождеств Уорда можно получить равенство

⟨︀
𝐴𝑏(𝑧)𝜑1 . . . 𝜑𝑁

⟩︀
=

2

𝑘 + 2ℎ∨a

∑︁
𝑘

𝑡𝑏𝑘
𝑧 − 𝑧𝑘

⟨𝜑1 . . . 𝜑𝑁⟩

В coset-моделях поля нумеруются парами весов (𝜇, 𝜈), где 𝜇 – вес ĝ,

а 𝜈 – вес â, соответственно. Но появляются правила отбора, так как функ

ции ветвления для некоторых пар весов (𝜇, 𝜈) исчезают. Кроме того, имеется

избыточность, так как функции ветвления для различных пар (𝜇, 𝜈) могут

совпадать [82, 83]. Эта эквивалентность дается действием так называемых

“простых токов” (𝐽, 𝐽), которые являются элементами группы внешних авто

морфизмов 𝒪(ĝ)×𝒪(â) ≈ 𝐵(𝐺)×𝐵(𝐴) алгебры ĝ× â, где 𝐵(𝐺) – это центр

группы Ли 𝐺. Мы можем думать о простых токах как о примарных полях,

тогда их действие на поля теории дается слиянием [1]. Таким образом, при

марные поля coset-моделей нумеруются классами эквивалентности пар весов

(𝜇, 𝜈) ∼ (𝐽 *𝜇, 𝐽 *𝜈), где (𝐽, 𝐽) такие, что конформные веса компонент равны:

ℎ𝐽 − ℎ𝐽 = 0.

Таким образом вычисление коэффициентов ветвления играет существен

ную роль в определении спектра coset-моделей конформной теории поля.
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Конформный вес примарного поля в coset-модели равен

𝐿0

⃒⃒
𝜑(𝜇,𝜈)

⟩︀
=

(︃
1

2(𝑘 + ℎ∨)

∑︁
𝑎

𝐽𝑎
0𝐽

𝑎
0 −

1

2(𝑘 + ℎ∨a )

∑︁
𝑏

𝐽 𝑏
0𝐽

𝑏
0

)︃ ⃒⃒
𝜑(𝜇,𝜈)

⟩︀
=(︂

(𝜇, 𝜇+ 2𝜌)

2(𝑘 + ℎ∨)
− (𝜈, 𝜈 + 2𝜌a)

2(𝑘 + ℎ∨)

)︂ ⃒⃒
𝜑(𝜇,𝜈)

⟩︀
(1.109)

Из тождеств Уорда можно получить аналог уравнений Книжника-Замолод

чикова для coset-моделей [84]:⎧⎨⎩1

2
𝜕𝑖 +

𝑁∑︁
�̸�=𝑗

(︃
𝑡𝑎𝑖 𝑡

𝑎
𝑗

𝑘 + ℎ∨
−

𝑡𝑏𝑖𝑡
𝑏
𝑗

𝑘 + ℎ∨a

)︃
1

𝑧𝑖 − 𝑧𝑗

⎫⎬⎭ ⟨𝜑1(𝑧1) . . . 𝜑𝑁(𝑧𝑁)⟩ = 0 (1.110)

Из алгебраического определения coset-моделей следует, что функции ветв

ления для модулей аффинной алгебры ĝ на модули подалгебры â являются

характерами конформных семейств.

Все минимальные унитарные модели можно реализовать как coset-моде

ли типа 𝑠𝑢(2)𝑘/
̂︂𝑢(1) или ̂𝑠𝑢(2)𝑘 ⊕ 𝑠𝑢(2)1/ ̂𝑠𝑢(2)𝑘+1 (здесь нижний индекс ука

зывает на уровень модулей старшего веса, соответствующих примарным по

лям).

1.6. Заключение

Мы описали двумерную конформную теорию поля и показали роль тео

рии представлений аффинных алгебр Ли в изучении моделей Весса-Зумино

Новикова-Виттена и coset-моделей. Мы показали, что вычисление коэффици

ентов ветвления необходимо для построения модулярно-инвариантных стат

сумм ВЗНВ-моделей и для изучения coset-моделей. В следующей главе мы

используем разложение сингулярных элементов для описания свойств пред

ставлений и для вывода соотношений, позволяющих вычислять коэффици

енты ветвления. Кроме того, мы приведем различные примеры вычислений

коэффициентов ветвления.
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Глава 2

Разложение сингулярных элементов и

рекуррентные соотношения для

коэффициентов ветвления

В главе 1 мы показали, что для построения модулярно-инвариантных

статсумм и в процессе изучения coset-моделей возникает проблема ветвле

ния для аффинных алгебр Ли. В данной главе мы выводим рекуррентные

соотношения на коэффициенты ветвления, которые являеются важнейшим

инструментом данной диссертации. Эти соотношения получены нами в рабо

те [16].

Существуют различные подходы к вычислению коэффициентов ветвле

ния. Некоторые из них используют резольвенту Бернштейна-Гельфанда-Гель

фанда [85] (См. главу 3, алгоритм вычислений описан в работах [62],[63]),

ряды функций Шура [86], когомологии БРСТ [87], формулы Каца-Петерсона

[62, 88] или комбинаторные методы [89].

В этой главе мы доказываем, что для произвольной редуктивной подал

гебры коэффициенты ветвления описываются набором рекуррентных соот

ношений и существует эффективный и простой алгоритм для пошагового

решения этих соотношений. Общая идея похожа на подход, предложенный в

работе [90] для максимальных вложений. Но в данном случае алгоритм суще

ственно отличается, так как использует новые свойства сингулярных весов

для работы с произвольными редуктивными вложениями a→ g.

При этом важно рассматривать подалгебру a вместе с ее “ортогональным

партнером” a⊥ ⊂ g. Для любой редуктивной подалгебры a подалгебра a⊥

регулярна и редуктивна.
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Для модуля старшего веса 𝐿(𝜇) и ортогональной пары подалгебр (a, a⊥)

мы рассматриваем так называемый сингулярный элемент Ψ(𝜇) (числитель в

формуле Вейля для характеров 𝑐ℎ (𝐿𝜇) = Ψ(𝜇)

Ψ(0) , см., например, [57]), знамена

тель Вейля Ψ
(0)
a⊥ и проекцию Ψ

(𝜇)
(a,a⊥)

= 𝜋a
Ψ

(𝜇)
g

Ψ
(0)
a⊥
.

Мы доказываем, что для произвольного h-диагонализующего модуля стар

шего веса 𝐿(𝜇) и ортогональной пары (a, a⊥) элемент Ψ
(𝜇)
(a,a⊥)

допускает раз

ложение на множество числителей Вейля Ψ
(𝜇)
a⊥ модулей подалгебры a⊥. Это

разложение дает возможность построить рекуррентное соотношение для ко

эффициентов ветвления, соответствующих вложению a → g. Рекуррентное

соотношение формулируется с использованием особого элемента Γa→g груп

повой алгебры ℰ (g), который мы называем “веером вложения”. Применение

этих инструментов позволяет нам сформулировать простой и явный алгоритм

для вычисления коэффициентов ветвления, который может быть использо

ван в случае произвольных (максимальных и не максимальных) подалгебр

конечномерных и аффинных алгебр Ли. В случае максимального вложения

веер имеет простую форму, сингулярный элемент становится тривиальном

Ψ
(𝜇)
(a,a⊥)

= Ψ
(𝜇)
(g) и мы восстанавливаем соотношения, полученные ранее в рабо

те [90].

Также мы показываем, что предложенный алгоритм эффективен и мо

жет использоваться при изучении конформных вложений и coset-моделей в

рациональной конформной теории поля.

В разделе 2.1 мы выводим формулы разложения, основывающиеся на

аномальных коэффициентах ветвления и описываем алгоритм редукции ин

тегрируемых модулей старшего веса 𝐿g по отношению к редуктивной подал

гебре a ⊂ g. В разделе 2.2 мы представляем различные примеры вычисления

коэффициентов ветвления для конечномерных алгебр Ли для пояснения ра

боты алгоритма. Затем мы обсуждаем преимущества алгоритма (раздел 2.3),

после чего приводим вычисления коэффициентов ветвления, возникающие
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в моделях конформной теории поля (2.4). Выводы к главе изложены в раз

деле 2.5. В следующей главе 3 мы показываем связь процедуры редукции

с обобщенной резольвентой Бернштейна-Гельфанда-Гельфанда. Реализация

алгоритма на языке Mathematica и дополнительные примеры машинных вы

числений описаны в разделе 5.2 главы 5.

2.1. Рекуррентные соотношения для коэффициентов

ветвления

Рассмотрим интегрируемый модуль 𝐿𝜇 алгебры g со старшим весом 𝜇

и пусть a ⊂ g – редуктивная подалгебра g. Модуль 𝐿𝜇 вполне приводим по

отношению к a.

𝐿𝜇
g↓a =

⨁︁
𝜈∈𝑃+

a

𝑏(𝜇)𝜈 𝐿𝜈
a.

Используем оператор проекции 𝜋a (на весовое пространство h
*
a) и перепишем

это разложение в терминах формальных характеров:

𝜋a ∘ 𝑐ℎ (𝐿𝜇) =
∑︁
𝜈∈𝑃+

a

𝑏(𝜇)𝜈 𝑐ℎ (𝐿𝜈
a) . (2.1)

Нас интересуют коэффициенты ветвления 𝑏
(𝜇)
𝜈 .

Ортогональная подалгебра и веер вложения.

В этой секции мы введем простые конструкции, которые будут полезны

при изучении ветвлений. Важный объект здесь – это “ортогональный парт

нер” a⊥ редуктивной подалгебры a в g.

В формуле Вейля-Каца (1.94) и числитель, и знаменатель могут рассмат

риваться как формальные элементы, содержащие сингулярные веса модулей

Верма 𝑉 𝜉 со старшими весами 𝜉 = 𝜇 и 𝜉 = 0 [57]. Мы связываем сингулярные
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элементы с соответствующими интегрируемыми модулями 𝐿𝜇 и 𝐿𝜈
a:

Ψ(𝜇) :=
∑︁
𝑤∈𝑊

𝜖(𝑤)𝑒𝑤∘(𝜇+𝜌)−𝜌,

Ψ
(𝜈)
a :=

∑︁
𝑤∈𝑊a

𝜖(𝑤)𝑒𝑤∘(𝜈+𝜌a)−𝜌a .

и используем формулы Вейля-Каца в форме

𝑐ℎ (𝐿𝜇) =
Ψ(𝜇)

Ψ(0)
=

Ψ(𝜇)

𝑅
. (2.2)

Применим формулу (2.2) к правилу ветвления (2.1) и получим соотно

шение, связывающее сингулярные элементы Ψ(𝜇) and Ψ
(𝜈)
a :

𝜋a

(︃ ∑︀
𝑤∈𝑊 𝜖(𝑤)𝑒𝑤(𝜇+𝜌)−𝜌∏︀

𝛼∈Δ+(1− 𝑒−𝛼)mult(𝛼)

)︃
=

∑︁
𝜈∈𝑃+

a

𝑏(𝜇)𝜈

∑︀
𝑤∈𝑊a

𝜖(𝑤)𝑒𝑤(𝜈+𝜌a)−𝜌a∏︀
𝛽∈Δ+

a
(1− 𝑒−𝛽)multa(𝛽)

,

𝜋a

(︂
Ψ(𝜇)

𝑅

)︂
=

∑︁
𝜈∈𝑃+

a

𝑏(𝜇)𝜈

Ψ
(𝜈)
a

𝑅a
. (2.3)

Здесь Δ+
a – множество положительных корней подалгебры a (без потери общ

ности мы можем считать их векторами из положительного корневого про

странства h*+ алгебры g).

Рассмотрим корневое подпространство h*⊥a, ортогональное к a,

h*⊥a := {𝜂 ∈ h*|∀ℎ ∈ ha; 𝜂 (ℎ) = 0} ,

и корни (соответственно – положительные корни) g, ортогональные к a,

Δa⊥ : = {𝛽 ∈ Δg|∀ℎ ∈ ha; 𝛽 (ℎ) = 0} , (2.4)

Δ+
a⊥

: =
{︀
𝛽+ ∈ Δ+

g |∀ℎ ∈ ha; 𝛽
+ (ℎ) = 0

}︀
. (2.5)

Обозначим через 𝑊a⊥ подгруппу группы Вейля 𝑊 , порожденную отражени

ями 𝑤𝛽, соответствующими корням 𝛽 ∈ Δ+
a⊥

. Подсистема Δa⊥ определяет

подалгебру a⊥ с подалгеброй Картана ha⊥. Пусть

h*⊥ := {𝜂 ∈ h*⊥a|∀ℎ ∈ ha⊕a⊥; 𝜂 (ℎ) = 0} ,
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рассмотрим подалгебры

̃︁a⊥ : = a⊥ ⊕ h⊥̃︀a : = a⊕ h⊥.

Алгебры a и a⊥ образуют ”ортогональную пару” (a, a⊥) подалгебр в g.

Имеет место разложение подалгебры Картана

h = ha ⊕ ha⊥ ⊕ h⊥ = h̃︀a ⊕ ha⊥ = h̃︁a⊥ ⊕ ha. (2.6)

Для подалгебр из ортогональной пары (a, a⊥) рассмотрим соответствую

щие векторы Вейля 𝜌a и 𝜌a⊥, и образуем так называемые ”дефекты” вложения

𝒟a и 𝒟a⊥ :

𝒟a := 𝜌a − 𝜋a𝜌, (2.7)

𝒟a⊥ := 𝜌a⊥ − 𝜋a⊥𝜌. (2.8)

Рассмотрим сингулярные веса {(𝑤(𝜇+ 𝜌)− 𝜌) |𝑤 ∈ 𝑊} модуля старшего

веса 𝐿𝜇
g и их проекции на ℎ

*̃︁a⊥ (дополнительно сдвинутые на дефект −𝒟a⊥):

𝜇̃︁a⊥ (𝑤) := 𝜋̃︁a⊥ ∘ [𝑤(𝜇+ 𝜌)− 𝜌]−𝒟a⊥, 𝑤 ∈ 𝑊.

Среди весов
{︀
𝜇̃︁a⊥ (𝑤) |𝑤 ∈ 𝑊}︀ выберем находящиеся в главной камере Вейля

𝐶̃︁a⊥ и обозначим через 𝑈 множество представителей 𝑢 классов смежности

𝑊/𝑊a⊥, таких что

𝑈 :=
{︀
𝑢 ∈ 𝑊 | 𝜇̃︁a⊥ (𝑢) ∈ 𝐶̃︁a⊥}︀ . (2.9)

Для множества 𝑈 введем веса

𝜇a (𝑢) := 𝜋a ∘ [𝑢(𝜇+ 𝜌)− 𝜌] +𝒟a⊥.

Кроме того, мы будем пользоваться аналогичным определением

𝜇ã (𝑢) := 𝜋ã [𝑢(𝜇+ 𝜌)− 𝜌] +𝒟a⊥, (2.10)

𝜇a⊥ (𝑢) := 𝜋a⊥ [𝑢(𝜇+ 𝜌)− 𝜌] +𝒟a⊥. (2.11)
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Чтобы упростить вид соотношений мы будем опускать значок "∘"при

записи проекций весов.

Воспользуемся техникой, предложенной в работе [90] для записи рекур

рентных свойств коэффициентов ветвления 𝑏
(𝜇)
𝜈 . Один из инструментов в ней

– это множество весов Γa→g, называющееся веером вложения. Веер вложения

Γ ⊂ Δ был впервые введен в работе [91] как подмножество корневой си

стемы, описывающее рекуррентные свойства коэффициентов ветвления для

максимальных вложений. Веер вложения – это эффективный инструмент для

изучения правил ветвления. Позднее в работах [16, 90] эта конструкция была

обобщена на не-максимальные вложения и бесконечномерные алгебры Ли.

Так как мы рассматриваем общую ситуацию (где вложение не обязательно

максимально) понятие веера вложения нуждается в уточнении:

Определение 10. Рассмотрим произведение∏︁
𝛼∈Δ+∖Δ+

a⊥

(︀
1− 𝑒−𝜋a𝛼

)︀mult(𝛼)−multa(𝜋a𝛼) = −
∑︁
𝛾∈𝑃a

𝑠(𝛾)𝑒−𝛾 (2.12)

и носитель Φa⊂g ⊂ 𝑃a функции 𝑠(𝛾) = det (𝛾) :

Φa⊂g = {𝛾 ∈ 𝑃a|𝑠(𝛾) ̸= 0} (2.13)

Упорядочение корней в
∘
Δa индуцирует естественное упорядочение весов в 𝑃a.

Обозначим через 𝛾0 наименьший вектор Φa⊂g. Множество

Γa→g = {𝜉 − 𝛾0|𝜉 ∈ Φa⊂g} ∖ {0} (2.14)

называется веером вложения.

В следующем разделе мы покажем, что веер вложения определяет ре

куррентные свойства коэффициентов ветвления. Нужно отметить, что веер

вложения универсален и зависит только от вложения.
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Разложение сингулярного элемента.

Покажем, что формула Вейля-Каца для характеров (в терминах сингу

лярных элементов) представляет собой частный случай более общего соотно

шения:

Лемма 1. Пусть (a, a⊥) – ортогональная пара редуктивных подалгебр g и̃︁a⊥ = a⊥ ⊕ h⊥, ̃︀a = a⊕ h⊥ ,

𝐿𝜇 – модуль старшего веса с сингулярным элементом Ψ(𝜇) ,

𝑅a⊥ – знаменатель Вейля для подалгебры a⊥.

Тогда элемент Ψ
(𝜇)
(a,a⊥)

= 𝜋a

(︁
Ψ𝜇

g

𝑅a⊥

)︁
можно разложить в сумму по 𝑢 ∈ 𝑈

(см. (2.9)) сингулярных весов 𝑒𝜇a(𝑢) с коэффициентами 𝜖(𝑢)dim
(︁
𝐿
𝜇̃︁a⊥(𝑢)̃︁a⊥

)︁
:

Ψ
(𝜇)
(a,a⊥)

= 𝜋a

(︂
Ψ𝜇

𝑅a⊥

)︂
=
∑︁
𝑢∈𝑈

𝜖(𝑢)dim
(︁
𝐿
𝜇̃︁a⊥(𝑢)̃︁a⊥

)︁
𝑒𝜇a(𝑢). (2.15)

Доказательство. Для 𝑢 ∈ 𝑈 и 𝑣 ∈ 𝑊a⊥ применим разложение

𝑢(𝜇+ 𝜌) = 𝜋a𝑢(𝜇+ 𝜌) + 𝜋̃︁a⊥𝑢(𝜇+ 𝜌)

к сингулярному весу

𝑣𝑢(𝜇+ 𝜌)− 𝜌 = 𝜋a (𝑢(𝜇+ 𝜌))− 𝜌+ 𝜌a⊥ + 𝜋h⊥𝜌

+ 𝑣
(︀
𝜋̃︁a⊥𝑢(𝜇+ 𝜌)− 𝜌a⊥ + 𝜌a⊥

)︀
− 𝜌a⊥ − 𝜋h⊥𝜌.

(2.16)

Используем дефект 𝒟a⊥ (2.8) чтобы упростить в (2.16) первое слагаемое :

𝜋a (𝑢(𝜇+ 𝜌))− 𝜌+ 𝜌a⊥ + 𝜋h⊥𝜌 =

𝜋a (𝑢(𝜇+ 𝜌))− 𝜋a𝜌− 𝜋a⊥𝜌+ 𝜌a⊥ =

= 𝜋a (𝑢(𝜇+ 𝜌)− 𝜌) +𝒟a⊥,

и второе:

𝑣
(︀
𝜋̃︁a⊥𝑢(𝜇+ 𝜌)− 𝜌a⊥ + 𝜌a⊥

)︀
− 𝜌a⊥ − 𝜋h⊥𝜌 =

𝑣
(︀
𝜋̃︁a⊥𝑢(𝜇+ 𝜌)−𝒟a⊥ − 𝜋a⊥𝜌− 𝜋h⊥𝜌+ 𝜌a⊥

)︀
− 𝜌a⊥ =

= 𝑣
(︀
𝜋̃︁a⊥ [𝑢(𝜇+ 𝜌)− 𝜌]−𝒟a⊥ + 𝜌a⊥

)︀
− 𝜌a⊥.
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Эти выражения обеспечивают факторизацию сингулярного элементаΨ𝜇 и мы

видим, что они содержат комбинации сингулярных элементов Ψ𝜂̃︁a⊥ модулей

𝐿𝜂̃︁a⊥ подалгебры ̃︁a⊥:
Ψ𝜇 =

∑︀
𝑢∈𝑈

∑︀
𝑣∈𝑊a⊥

𝜖(𝑣)𝜖(𝑢)𝑒𝑣𝑢(𝜇+𝜌)−𝜌 =

=
∑︀

𝑢∈𝑈 𝜖(𝑢)𝑒
𝜋a[𝑢(𝜇+𝜌)−𝜌]+𝒟a⊥

∑︀
𝑣∈𝑊a⊥

𝜖(𝑣)𝑒𝑣(𝜋̃︁a⊥ [𝑢(𝜇+𝜌)−𝜌]−𝒟a⊥+𝜌a⊥)−𝜌a⊥ =

=
∑︀

𝑢∈𝑈 𝜖(𝑢)𝑒𝜋a[𝑢(𝜇+𝜌)−𝜌]+𝒟a⊥Ψ
𝜋̃︁a⊥ [𝑢(𝜇+𝜌)−𝜌]−𝒟a⊥̃︁a⊥

Разделим обе части на элемент Вейля 𝑅a⊥ =
∏︀

𝛽∈Δa⊥
(1−𝑒−𝛽)mult(𝛽), спро

ектируем их на весовое подпространство ℎ*a и получим итоговое соотношение:

Ψ
(𝜇)
(a,a⊥)

=
∑︁

𝑢∈𝑊/𝑊a⊥

𝜖(𝑢)𝑒𝜋a[𝑢(𝜇+𝜌)−𝜌]𝜋a

⎛⎝ Ψ
𝜋̃︁a⊥ [𝑢(𝜇+𝜌)−𝜌]−𝒟a⊥̃︁a⊥∏︀

𝛽∈Δa⊥
(1− 𝑒−𝛽)mult(𝛽)

⎞⎠
=
∑︁
𝑢∈𝑈

𝜖(𝑢)dim
(︁
𝐿
𝜇̃︁a⊥(𝑢)̃︁a⊥

)︁
𝑒𝜋a[𝑢(𝜇+𝜌)−𝜌].

Замечание 2.1. Это соотношение является обобщением формулы Вейля для

сингулярного элементаΨ𝜇
g : векторы 𝜇a (𝑢) играют роль сингулярных весов, но

вместо определителей 𝜖(𝑢) появляются произведения 𝜖(𝑢)dim
(︁
𝐿
𝜇̃︁a⊥(𝑢)̃︁a⊥

)︁
. Дей

ствительно, при a = g подалгебры a⊥ и h⊥ тривиальны, 𝑈 = 𝑊 , и исходная

формула Вейля с легкостью восстанавливается.

Построение рекуррентных соотношений.

Рассмотрим правую часть равенства (2.3). Числитель описывает ветв

ление в терминах сингулярных элементов и, как элемент ℰ (g), допускает

разложение в виде: ∑︁
𝜈∈𝐶a

𝑏(𝜇)𝜈 Ψ
(𝜈)
(a) =

∑︁
𝜆∈𝑃a

𝑘
(𝜇)
𝜆 𝑒𝜆. (2.17)

Здесь 𝑘
(𝜇)
𝜆 – целочисленные коэффициенты, их знаки зависят от длины эле

ментов группы Вейля в Ψ
(𝜈)
(a). Важно заметить, что 𝑘

(𝜇)
𝜆 совпадают с коэффи
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циентами ветвления для всех весов 𝜈 в главной камере Вейля:

𝑏(𝜇)𝜈 = 𝑘(𝜇)𝜈 для 𝜈 ∈ 𝐶a. (2.18)

Мы называем коэффициенты 𝑘𝜆 сингулярными коэффициентами ветвления

(см. также [90]).

Теперь мы можем сформулировать основную в этой главе теорему, кото

рая позволит нам рекуррентно вычислять коэффициенты ветвления.

Теорема 2. Для сингулярных коэффициентов ветвления 𝑘
(𝜇)
𝜈 (2.17) выпол

няется соотношение

𝑘
(𝜇)
𝜉 = − 1

𝑠(𝛾0)

(︁∑︀
𝑢∈𝑈 𝜖(𝑢) dim

(︁
𝐿
𝜇̃︁a⊥(𝑢)̃︁a⊥

)︁
𝛿𝜉−𝛾0,𝜋a(𝑢(𝜇+𝜌)−𝜌)+

+
∑︀

𝛾∈Γa→g
𝑠 (𝛾 + 𝛾0) 𝑘

(𝜇)
𝜉+𝛾

)︁
.

(2.19)

Доказательство. Перепишем соотношение (2.3) для элемента Ψ𝜇
g

𝑅a⊥
используя

определение (2.13) для носителя Φa⊂g ,

Ψ
(𝜇)
(a,a⊥)

= 𝜋a

(︁
Ψ𝜇

g

𝑅a⊥

)︁
=

=
∏︀

𝛼∈Δ+∖Δ+
a⊥

(1− 𝑒−𝜋a𝛼)mult(𝛼)−multa(𝜋a𝛼)

(︃ ∑︀
𝜈∈𝑃+

a

𝑏
(𝜇)
𝜈

∑︀
𝑤∈𝑊a

𝜖(𝑤)𝑒𝑤(𝜈+𝜌a)−𝜌a

)︃
=

= −
∑︀

𝛾∈Φa⊂g

𝑠(𝛾)𝑒−𝛾

(︃ ∑︀
𝜈∈𝑃+

a ,𝑤∈𝑊a

𝜖(𝑤)𝑏
(𝜇)
𝜈 𝑒𝑤(𝜈+𝜌a)−𝜌a

)︃

= −
∑︀

𝛾∈Φa⊂g

𝑠(𝛾)𝑒−𝛾

(︃ ∑︀
𝜈∈𝑃+

a ,𝑤∈𝑊a

𝜖(𝑤)𝑏
(𝜇)
𝜈 𝑒𝑤(𝜈+𝜌a)−𝜌a

)︃
.

Затем раскроем сумму в скобках (по отношению к формальному базису

в ℰ):

Ψ
(𝜇)
(a,a⊥)

= −
∑︁

𝛾∈Φa⊂g

𝑠(𝛾)𝑒−𝛾
∑︁
𝜆∈𝑃a

𝑘(𝜇)𝜈 𝑒𝜆 = −
∑︁

𝛾∈Φa⊂g

∑︁
𝜆∈𝑃a

𝑠(𝛾)𝑘(𝜇)𝜈 𝑒𝜆−𝛾.
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Подставим выражение, полученное в Лемме 1 (в левую часть),

Ψ
(𝜇)
(a,a⊥)

=
∑︁
𝑢∈𝑈

𝜖(𝑢)𝑒𝜋a(𝜇a(𝑢)) dim
(︁
𝐿
𝜇̃︁a⊥(𝑢)̃︁a⊥

)︁
=
∑︁
𝑢∈𝑈

𝜖(𝑢)𝑒𝜋a[𝑢(𝜇+𝜌)−𝜌] dim
(︁
𝐿
𝜇̃︁a⊥(𝑢)̃︁a⊥

)︁
= −

∑︁
𝛾∈Φa⊂g

∑︁
𝜆∈𝑃a

𝑠(𝛾)𝑘(𝜇)𝜈 𝑒𝜆−𝛾.

Из этого равенства немедленно следует∑︁
𝑢∈𝑈

𝜖(𝑢) dim
(︁
𝐿
𝜇̃︁a⊥(𝑢)̃︁a⊥

)︁
𝛿𝜉,𝜋a[𝑢(𝜇+𝜌)−𝜌] +

∑︁
𝛾∈Φa⊂g

𝑠(𝛾) 𝑘
(𝜇)
𝜉+𝛾 = 0, 𝜉 ∈ 𝑃a. (2.20)

Полученная формула означает, что коэффициенты 𝑘
(𝜇)
𝜉+𝛾 для 𝛾 ∈ Φa⊂g не

независимы, а удовлетворяют линейным соотношениям. Вид этих соотноше

ний меняется если тестовый вес 𝜉 совпадает с одним из “сингулярных весов”

{𝜋a [𝑢(𝜇+ 𝜌)− 𝜌] |𝑢 ∈ 𝑈}. В завершение доказательства мы вычитаем наи

меньший вес 𝛾0 ∈ Φa⊂g и переходим к суммированию по векторам веера вло

жения Γa→g (см. определение 10). Итак, мы получили искомое рекуррентное

соотношение (2.19).

Вложения и ортогональные пары подалгебр простых алгебр Ли

В этом разделе мы обсудим некоторые свойства “ортогональных пар”

подалгебр простых алгебр Ли классических серий.

Когда g и a – конечномерные, все регулярные вложения можно полу

чить путем последовательного удаления вершин из расширенной диаграммы

Дынкина алгебры g (и Δ+
a⊥

= ∅ если a максимальна). Если регулярное вло

жение для классических серий 𝐴, 𝐶 и 𝐷 зафиксировано таким образом, то

диаграмма Дынкина для a⊥ получается из расширенной диаграммы g путем

удаления поддиаграммы a и соседних вершин:
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g Расширенная диаграмма g Диаграммы подалгебр a, a⊥

𝐴𝑛

𝐶𝑛

𝐷𝑛

Таблица 2.1. Подалгебры a, a⊥ для классических серий

В случае серии 𝐵 ситуация отличается. Причина в том, что в данном

случае подалгебра a⊥ может быть больше, чем результат удаления поддиа

граммы a и соседних вершин. Подалгебры ортогональной пары a и a⊥ не

обязаны образовывать прямую сумму в g. Можно явно проверить, что при

g = 𝐵𝑟 и a = 𝐵𝑟a ортогональная подалгебра – это a⊥ = 𝐵𝑟−𝑟a. Рассмотрим

вложение 𝐵𝑟a → 𝐵𝑟, 1 < 𝑟a < 𝑟. В результате удаления простого корня

𝛼𝑟a−1 = 𝑒𝑟a−1 − 𝑒𝑟a расширенная диаграмма Дынкина для 𝐵𝑟 разбивается на

несвязные диаграммы a = 𝐵𝑟a и 𝐷𝑟−𝑟a. Однако корневая система Δa⊥ содер

жит не только простые корни {𝑒1 − 𝑒2, 𝑒2 − 𝑒3, . . . , 𝑒𝑟a−2 − 𝑒𝑟a−1, 𝑒1 + 𝑒2}, но и

корень 𝑒𝑟a−1. То есть Δa⊥ образует систему типа 𝐵𝑟−𝑟a и ортогональная пара

для вложения 𝐵𝑟a → 𝐵𝑟 – это (𝐵𝑟a, 𝐵𝑟−𝑟a). В следующем разделе мы при

водим пример такой ортогональной пары для вложения 𝐵2 → 𝐵4 (см. Рис.

2.3).

Полная классификация регулярных подалгебр аффинных алгебр Ли при

ведена в недавней работе [92]. Из полной классификации максимальных спе

циальных подалгебр классических алгебр Ли [93] мы получаем следующий
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список пар ортогональных подалгебр a, a⊥:

𝑠𝑢(𝑝)⊕ 𝑠𝑢(𝑞) ⊂ 𝑠𝑢(𝑝𝑞)

𝑠𝑜(𝑝)⊕ 𝑠𝑜(𝑞) ⊂ 𝑠𝑜(𝑝𝑞)

𝑠𝑝(2𝑝)⊕ 𝑠𝑝(2𝑞) ⊂ 𝑠𝑜(4𝑝𝑞)

𝑠𝑝(2𝑝)⊕ 𝑠𝑜(𝑞) ⊂ 𝑠𝑝(2𝑝𝑞)

𝑠𝑜(𝑝)⊕ 𝑠𝑜(𝑞) ⊂ 𝑠𝑜(𝑝+ 𝑞) для нечетных 𝑝 и 𝑞.

Алгоритм рекурсивного вычисления коэффициентов ветвления

Рекуррентные соотношения (2.19) позволяют нам сформулировать ал

горитм для рекурсивного вычисления коэффициентов ветвления. При этом

для работы алгоритма не требуется построение модуля 𝐿
(𝜇)
g или какого-то из

модулей 𝐿
(𝜈)
a

Алгоритм состоит из следующих шагов:

(i) Построить корневую систему Δa для вложения a→ g.

(ii) Выбрать все положительные корни 𝛼 ∈ Δ+, ортогональные к a, то есть

сформировать множество Δ+
a⊥
.

(iii) Построить множество Γa→g. Соотношение (2.12) определяет знаковую

функцию 𝑠(𝛾) и множество Φa⊂g. Вычитание наименьшего веса 𝛾0 дает

веер вложения (2.14): Γa→g = {𝜉 − 𝛾0|𝜉 ∈ Φa⊂g} ∖ {0}.

(iv) Построить множество ̂︂Ψ(𝜇) = {𝑤(𝜇+ 𝜌)− 𝜌; 𝑤 ∈ 𝑊} сингулярных ве

сов для g-модуля 𝐿(𝜇).

(v) Выбрать веса
{︀
𝜇̃︁a⊥ (𝑤) = 𝜋̃︁a⊥ [𝑤(𝜇+ 𝜌)− 𝜌]−𝒟a⊥ ∈ 𝐶̃︁a⊥}︀. Так как мно

жество Δ+
a⊥
фиксировано, легко осуществить проверку принадлежности

веса 𝜇̃︁a⊥ (𝑤) к главной камере Вейля 𝐶̃︁a⊥ (достаточно вычислить скаляр
ные произведения с фундаментальными весами a+⊥).
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(vi) Для весов 𝜇̃︁a⊥ (𝑤) вычислить размерности соответствующих модулей,

dim
(︁
𝐿
𝜇̃︁a⊥(𝑢)̃︁a⊥

)︁
, используя формулу Вейля для размерностей. Затем по

строить сингулярный элемент Ψ
(𝜇)
(a,a⊥)

.

(vii) Вычислить сингулярные коэффициенты ветвления используя рекуррент

ное соотношение (2.19) и выбрать среди них те, которые соответствуют

весам в главной камере Вейля 𝐶a.

Можно ускорить работу алгоритма путем однократного вычисления пред

ставителей классов смежности 𝑊/𝑊a⊥.

Следующий раздел состоит из примеров, иллюстрирующих применение

данного алгоритма.

2.2. Примеры вычисления коэффициентов ветвления

модулей конечномерных алгебр Ли

Регулярное вложение 𝐴1 в 𝐵2

Рассмотрим регулярное вложение 𝐴1 → 𝐵2. Простые корни 𝛼1, 𝛼2 ал

гебры 𝐵2 обозначены пунктирными стрелками на Рисунке 2.1. Мы обознача

ем соответствующие элементарные отражения через 𝑤1, 𝑤2. Простой корень

𝛽 = 𝛼1 + 2𝛼2 алгебры 𝐴1 показан серым цветом.

Выполним редукцию фундаментального представления 𝐿
(1,0)=𝜔1

𝐵2
(𝜔1 –

черная стрелка на Рисунке 2.1) в соответствии с алгоритмом. Корень 𝛼1 ор

тогонален к 𝛽, так что Δ+
a⊥

= {𝛼1} (шаг (ii)). В соответствии с Определением

10 веер вложения Γ𝐴1→𝐵2
(шаг (iii)) состоит из двух весов:

Γ𝐴1→𝐵2
= {(1; 2), (2;−1)} ,

где вторая компонента – это значение знаковой функции 𝑠(𝛾). Сингуляр

ные веса {𝑤(𝜔1 + 𝜌)− 𝜌; 𝑤 ∈ 𝑊} (шаг (iv)) показаны кругами с подписанны
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+1−1
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+1 −1
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Рис. 2.1. Регулярное вложение 𝐴1 в 𝐵2. Простые корни 𝛼1, 𝛼2 алгебры 𝐵2 обозначены

пунктирными стрелками. Простой корень 𝛽 = 𝛼1 + 2𝛼2 подалгебры 𝐴1 показан серым

цветом. Старший вес фундаментального представления 𝐿
(1,0)=𝜔1

𝐵2
выделен черным. Веса

сингулярного элемента Ψ(𝜔1) отмечены кругами с подписанными значениями соответству

ющих определителей 𝜖(𝑤).
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Рис. 2.2. Здесь диаграмма, показанная выше (Рисунок 2.1), дополнена весами

(a⊥ = 𝐴1)-модулей 𝐿
𝜇a⊥ (𝑢)
a⊥ , построенных в точках 𝜋a [𝑢(𝜇+ 𝜌)− 𝜌] и показанных пунктир

ными линиями. Подписи к старшим весам 𝜇a⊥ (𝑢) представляют собой значения произве

дений 𝜖(𝑢) dim
(︁
𝐿
𝜇a⊥ (𝑢)
a⊥

)︁
. Координаты вдоль корня 𝛽 указаны по отношению к фундамен

тальному весу a. 63



ми значениями 𝜖 (𝑤). Пространство 𝑈 представляет собой факторпростран

ство 𝑊/𝑊a⊥, где 𝑊a⊥ = {𝑒, 𝑤1}. Это означает, что сингулярные веса, на

ходящиеся над прямой, заданной корнем 𝛽, принадлежат главной камере

Вейля 𝐶̃︁a⊥. Из формулы (2.8) мы получаем 𝒟a⊥ = 0 и h⊥ = 0, то есть

{𝜇a⊥ (𝑤) = 𝜋a⊥ [𝑤(𝜇+ 𝜌)− 𝜌]}. Значит есть четыре старших веса для a⊥-модулей.

В базисе фундаментального веса 1
2𝛼1 алгебры a⊥ координаты этих весов

{𝜇a⊥ (𝑢) = 𝜋a⊥ [𝑢(𝜇+ 𝜌)− 𝜌] |𝑢 ∈ 𝑈} равны {(1) (2) (2) (1)} (шаг v). На Рисун

ке (2.2) соответствующие весовые диаграммы
{︁
𝒩 𝜇a⊥(𝑢)

a⊥

}︁
построены из весов

{𝜇a (𝑢)} = {𝜋a [𝑢(𝜇+ 𝜌)− 𝜌]} = {(1) (0) (−4) (−5)} подалгебры a. В действи

тельности весовые диаграммы нам не нужны, достаточно знать лишь размер

ности модулей 𝐿
𝜇a⊥(𝑢)
a⊥ умноженные на 𝜖 (𝑢) (шаг vi). Полученные значения

должны быть связаны с точками {(1) (0) (−4) (−5)} в 𝑃a. Сингулярный эле

мент Ψ
(𝜇)
(a,a⊥)

содержит следующий набор весов и их сингулярных кратностей:

{(1; 2), (0;−3), (−4; 3), (−5;−2)} . (2.21)

Применяя формулу (2.19) с веером Γ𝐴1→𝐵2
к множеству (2.21) (шаг vii)

мы получаем нули для весов больше старшего сингулярного вектора(1; 2) и

𝑘
(1,0)
1 = 2 для самого вектора (1; 2). Для сингулярного веса (0;−3) на границе

𝐶
(0)
a рекуррентное соотношение дает

𝑘
(1,0)
0 = −1 · 𝑘(1,0)2 + 2 · 𝑘(1,0)1 − 3 · 𝛿0,0 = 1,

и редукция завершена: 𝐿𝜔1

𝐵2↓𝐴1
= 2𝐿

𝜔(𝐴1)

𝐴1

⨁︀
𝐿
2𝜔(𝐴1)

𝐴1
.

Вложение 𝐵2 в 𝐵4

Рассмотрим регулярное вложение 𝐵2 → 𝐵4. Соответствующие диаграм

мы Дынкина показаны на Рисунке 2.3.

В ортогональном базисе {𝑒1, . . . , 𝑒4} простые и положительные корни
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Рис. 2.3. Регулярное вложение 𝐵2 → 𝐵4 получается путем исключения вершины из диа

граммы Дынкина. Напомним, что в данном случае a⊥ равна 𝐵2, тогда как на диаграмме

видна только подалгебра 𝐴1 ⊕ 𝐴1 (см. раздел 2.1).

алгебры 𝐵4 равны

𝑆𝐵4
= {𝑒1 − 𝑒2, 𝑒2 − 𝑒3, 𝑒3 − 𝑒4, 𝑒4},

Δ+
𝐵4

= {(𝑒1 − 𝑒2, 𝑒2 − 𝑒3, 𝑒3 − 𝑒4, 𝑒4, 𝑒1 − 𝑒3, 𝑒2 − 𝑒4, 𝑒3 + 𝑒4, 𝑒3, 𝑒1 − 𝑒4,

𝑒2 + 𝑒4, 𝑒2, 𝑒1 + 𝑒4, 𝑒2 + 𝑒3, 𝑒1, 𝑒1 + 𝑒3, 𝑒1 + 𝑒2}

Подалгебра a = 𝐵2 задается простыми корнями

𝑆𝐵2
= {𝑒3 − 𝑒4, 𝑒4}.

Ее ортогональный партнер a⊥ = 𝐵2 определяется корнями

𝑆a⊥ = {𝑒1 − 𝑒2, 𝑒2},

Δ+
a⊥

= {𝑒1 − 𝑒2, 𝑒1 + 𝑒2, 𝑒1, 𝑒2} .

После определения множества Δ+
𝐵4
∖ Δ+

a⊥
можно построить веер вложения

Γ𝐵2→𝐵4
применяя Определение 10. Так как для этого вложения 𝑠 (𝛾0) = −1, в

рекуррентном соотношении нам нужен только множитель 𝑠 (𝛾 + 𝛾0). Резуль

тат построения веера показан на Рисунке 2.5.
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Рис. 2.4. Сингулярный элемент 𝑒𝛾0Ψ
(𝜇)
(a,a⊥) показан в весовом подпространстве 𝑃a,

где a = 𝐵2 и базис равен {𝑒3, 𝑒4}. Показаны спроектированные сингуляр

ные веса {𝜋a [𝑢(𝜇+ 𝜌)− 𝜌] + 𝛾0|𝑢 ∈ 𝑈}, сдвинутые на 𝛾0 и снабженные множителям

𝜖(𝑢) dim
(︁
𝐿
𝜇a⊥ (𝑢)
a⊥

)︁
.
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Рис. 2.5. Веер Γ для вложения 𝐵2 → 𝐵4 со значениями функции 𝑠(𝛾 + 𝛾0), указанными

при соответствующих весах 𝛾 ∈ Γ.
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Рассмотрим модуль 𝐿𝜇 алгебры 𝐵4 со старшим весом 𝜇 = 2𝑒1 + 2𝑒2 +

𝑒3 + 𝑒4; dim(𝐿[0,1,0,2]) = 2772. В данном случае дефект не равен нулю,

𝒟a⊥ = −2 (𝑒1 + 𝑒2), тогда как h⊥ тривиальна. Среди сингулярных весов есть

48 векторов со свойством
{︀
𝜇a⊥ (𝑢) = 𝜋a⊥ [𝑢(𝜇+ 𝜌)− 𝜌]−𝒟a⊥ ∈ 𝐶a⊥

}︀
. Таким

образом мы определили множество 𝑈 = {𝑢}. Вычислим размерности соот

ветствующих a⊥-модулей со старшими весами 𝜇a⊥ (𝑢) (используем формулу

Вейля для размерностей) и умножим их на 𝜖 (𝑢). В результате получим син

гулярный элемент Ψ
(𝜇)
(a,a⊥)

, показанный на Рисунке 2.4.

Теперь поместим веер Γ (см. Рисунок 2.5) в старший из весов, показанных

на Рисунке 2.4 и проведем рекурсивное вычисление коэффициентов ветвле

ния (с использованием соотношения (2.19)):

𝜋a

(︁
𝑐ℎ𝐿

[0,1,0,2]
𝐵4

)︁
= 6 𝑐ℎ𝐿

[0,0]
𝐵2

+ 60 𝑐ℎ𝐿
[0,2]
𝐵2

+ 30 𝑐ℎ𝐿
[1,0]
𝐵2

+ 19 𝑐ℎ𝐿
[2,0]
𝐵2

+

40 𝑐ℎ𝐿
[1,2]
𝐵2

+ 10 𝑐ℎ𝐿
[0,4]
𝐵2

.

2.3. Преимущества рекуррентного алгоритма для

коэффициентов ветвления

При вычислении коэффициентов ветвления использование формулы Фрей

денталя требует полного построения формальных характеров представления

алгебры и всех представлений подалгебры, входящих в его разложение. Такой

подход становится непрактичным для большого ранга алгебры и подалгебры,

например, при максимальных вложениях.

Альтернативный алгоритм описан в разделе 5.4. Рассмотренный там же

пример регулярного вложения 2.2 𝐵2 ⊂ 𝐵4 позволяет сделать следующее

сравнение числа требующихся операций. В данном примере веер вложения

состоит из 24 элементов. Для разложения модуля алгебры 𝐵4 необходимо по

строить подмножество сингулярных весов модуля, проектирующихся в глав
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ную камеру Вейля подалгебры 𝐵2. Полное множество сингулярных весов со

стоит из 384 элементов, в главную камеру Вейля проектируется не более 48,

так что время на построение этого множества пренебрежимо мало, если число

коэффициентов ветвления более 48. Мы можем оценить сверху общее число

операций для вычисления коэффициентов ветвления произведением числа

весов в главной камере Вейля подалгебры с ненулевыми коэффициентами

ветвления на число элементов веера вложения. С другой стороны, при исполь

зовании алгоритма, основанного на построении всех характеров при помощи

формулы Фрейденталя мы должны вычислить кратности для каждого моду

ля в разложении, так что общее количество операций растет с ростом числа

весов в представлении быстрее, чем квадрат числа весов в главной камере

Вейля подалгебры с ненулевыми коэффициентами ветвления.

Чтобы проиллюстрировать эту разницу в производительности алгорит

мов, мы приводим Рисунок 2.6, на котором показано время, необходимое для

вычисления коэффициентов ветвления для вложения 𝐵3 ⊂ 𝐵4.

5 10 15 20 25 30 35

2

4

6

8

10

12

14

Рис. 2.6. Время работы алгоритмов, основанных на применении формулы Фрейденталя

(1.97) (пунктиром) и рекуррентного соотношения (2.19) (сплошная линия) с ростом числа

весов в 𝐶 при вычислении коэффициентов ветвления для вложения 𝐵3 ⊂ 𝐵4.
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2.4. Примеры приложений в конформной теории поля

Конформные вложения

Как мы уже объясняли в разделе 1.4.2, коэффициенты ветвления для

вложения аффинной алгебры Ли в аффинную алгебру Ли можно использо

вать для построения модулярно-инвариантной статсуммы для моделей Весса

Зумино-Новикова-Виттена в двумерной конформной теории поля ([1], [56],

[78], [75]). В этих моделях аффинные алгебры Ли являются алгебрами токов.

Модулярная инвариантность статсуммы необходима для самосогласован

ности теории на торе и римановых поверхностях высшего рода, что важно

для приложений конформной теории поля в теории струн и описании крити

ческого поведения.

Отметим, что случай конформных вложений довольно специфичен. Ес

ли рассмотреть соотношение (1.104) и асимптотику функций ветвления, то

можно доказать теорему о конечной приводимости [77]. Она утверждает, что

для конформного вложения a −→ g лишь конечное число коэффициентов

ветвления отлично от нуля. Кроме того, верно следующее замечание.

Замечание 2.1. Ортогональная подалгебра a⊥ всегда тривиальна в случае

конформного вложения a −→ g.

Доказательство. Рассмотрим разложение тензора энергии-импульса на мо

ды:

𝑇 (𝑧) =
1

2(𝑘 + ℎ𝑣)

∑︁
𝑛

𝑧−𝑛−1𝐿𝑛.

Моды 𝐿𝑛 представляют собой комбинации нормально упорядоченных произ

ведений генераторов алгебры g,

𝐿𝑛 =
1

2(𝑘 + ℎ𝑣)

∑︁
𝛼

∑︁
𝑚

: 𝐽𝛼
𝑚𝐽

𝛼
𝑛−𝑚 : .
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При конформном вложении тензоры энергии-импульса 𝑇g(𝑧) и 𝑇a(𝑧) равны

(см. (1.103)).

В эти комбинации мы должны подставить генераторы подалгебры a вы

раженные через генераторы g и получить тензор энергии-импульса 𝑇g. Но

если набор генераторов, связанных с Δa⊥ не пуст, это невозможно, так как

𝑇g содержит генераторы 𝐽𝛼
𝑛 , где 𝛼 ∈ Δa⊥.

Специальное вложение 𝐴1 → 𝐴2.

Рассмотрим следующий пример конформного вложения аффинной по

далгебры a в аффинную алгебру Ли g. Вложение 𝐴1 → 𝐴2 является аффин

ным расширением специального вложения 𝐴1 → 𝐴2 с индексом вложения

𝑥𝑒 = 4. Так как мы должны рассматривать g-модули уровня один, соответ

ствующие a-модули будут иметь уровень 𝑘 = 𝑘𝑥𝑒 = 4.

Существует три фундаментальных веса алгебры 𝐴2 имеющих уровень

один. Легко видеть, что множество Δa⊥ пусто и подалгебра a⊥ = 0. Тогда

𝒟a⊥ = 0, h⊥ – одномерная абелева подалгебра и размерность ã⊥ = a⊥ ⊕

h⊥ также равна 1. Удобно выбрать классический корень для подалгебры 𝐴1

равным 𝛽 = 1
2(𝛼1 + 𝛼2).

Используем Определение (10) и построим веер Γ𝐴1→𝐴2
. В этом случае

𝛾0 = 0 и знак 𝑠 (0) = −1, то есть мы используем знаковую функцию 𝑠(𝛾) (см.

Рисунок 2.7).

Рассмотрим модуль 𝐿𝜔0=(0,0;1;0). Здесь мы используем обозначение (ко

нечномерная часть; уровень; грейд) для старшего веса и координаты конеч

номерной части даются индексами Дынкина (см. раздел 1.4.1).

Множество весов Ψ̂(𝜔0) показано на Рисунке 2.8 вплоть до шестого грей

да.

Следующий шаг состоит в проектировании сингулярных весов на 𝑃𝐴1
.
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Рис. 2.7. Веер Γ𝐴1→𝐴2
для вложения 𝐴1 → 𝐴2 в базисе {𝛽, 𝛿}. Заметим, что 𝛾0 = 0 и

значения 𝑠(𝛾) приписаны к весам 𝛾 ∈ Γ𝐴1→𝐴2

В результате получается элемент Ψ
(𝜔0)

(𝐴1 , a⊥=0)
, изображенный на Рисунке 2.9

вплоть до двенадцатого грейда.

Используя рекуррентное соотношение (2.19) с веером Γ𝐴1→𝐴2
и сингу

лярными весами Ψ
(𝜔0)

(𝐴1 , a⊥=0)
, мы получаем сингулярные коэффициенты ветв

ления, показанные на Рисунке 2.10. Внутри камеры Вейля 𝐶𝐴1
(ее границы

показаны на Рисунке 2.10) находятся только два ненулевых сингулярных веса

и оба они имеют кратность 1. Это старшие веса подмодулей a и их кратности

равны коэффициентам ветвления. То есть мы получаем разложение

𝐿
(0,0;1;0)

𝐴2↓𝐴1
= 𝐿

(0;4;0)

𝐴1
⊕ 𝐿(4;4;0)

𝐴1
.

Заметим, что теорема о конечной приводимости выполняется.

Тот же веер Γ𝐴1→𝐴2
можно использовать для других модулей старшего

веса 𝐿𝜇

𝐴2
. В частности для неприводимых модулей уровня один мы получаем

тривиальное ветвление:

𝐿
(1,0;1;0)

𝐴2↓𝐴1
= 𝐿

(2;4;0)

𝐴1
,

𝐿
(0,1;1;0)

𝐴2↓𝐴1
= 𝐿

(2;4;0)

𝐴1
.
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Рис. 2.8. Сингулярные веса модуля 𝐿𝜔0

𝐴2
= 𝐿

(0,0;1;0)

𝐴2
. Классическое сечение (нулевой грейд)

диаграммы показано отдельно в правой части рисунка. Мы используем ортогональный

базис с единичным вектором, равным 𝛼1. Веса 𝑤(𝜔0+𝜌)−𝜌 показаны крестами, если 𝜖(𝑤) =

1 и квадратами при 𝜖(𝑤) = −1. Простые корни классической подалгебры 𝐴2 показаны

серым, а диагональная плоскость соответствует подалгебре Картана вложенной алгебры

𝐴1.

Используя эти результаты легко получить модулярно-инвариантную стат

сумму:

𝑍 =
⃒⃒
𝜒(4;4;0) + 𝜒(0;4;0)

⃒⃒2
+ 2𝜒2

(2;4;0).

Coset-модели

Coset-модели [15], тесно связанные с калибровочными ВЗНВ-моделями,

активно изучаются в теории струн, особенно в струнных моделях в простран

стве анти де Ситтера [94–98]. Характеры в coset-моделях пропорциональны

72



K2

1

1

K2

2

2

2

2

K1

K2

K2

K2

K2

2
2

2

2

K2

2

2

2

K2

K2

2

1K2

2

K1

K2

1

K2

K2

2

K2

K2

K1

K1

2

K2

2

K12 K11 K10 K9 K8 K7 K6 K5 K4 K3 K2 K1 0

K16

K14

K12

K10

K8

K6

K4

K2

0

2

4

6

8

10

12

Рис. 2.9. Сингулярный элемент Ψ
(𝜔0)

(𝐴1 , a⊥=0)
показан в 𝑃𝐴1

с базисом {𝛽, 𝛿}.

функциям ветвления.

𝜒(𝜇)
𝜈 (𝜏) = 𝑒2𝜋𝑖𝜏(𝑚𝜇−𝑚𝜈)𝑏(𝜇)𝜈 (𝜏), (2.22)

где

𝑚𝜇 =
|𝜇+ 𝜌|2

2(𝑘 + 𝑔)
− |𝜌|

2

2𝑔
.

Проблема построения функций ветвления для coset-моделей рассматривалась

в работах [99], [87], [100].

Вернемся к нашему примеру 2.2 и рассмотрим аффинное расширение

вложения 𝐴1 → 𝐵2. Так как вложение регулярно и индекс 𝑥𝑒 = 1, моду

ли подалгебры и исходный модуль имеют одинаковый уровень. Множество

положительных корней с нулевой проекцией на корневое пространство по

далгебры 𝐴1 то же, что и в конечномерном случае: Δ+
a⊥

= {𝛼1} и a⊥ = 𝐴1.

Легко видеть, что здесь h⊥ тривиальна и 𝒟a⊥ = 0.

Используя Определение 10 мы получаем веер вложения Γ𝐴1−→𝐵2
. Заме

тим, что наименьший вес веера 𝛾0 равен нулю и 𝑠 (𝛾0) = −1. Значения знако
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Рис. 2.10. Сингулярные коэффициенты ветвления для вложения 𝐴1 ⊂ 𝐴2. Границы глав

ной камеры Вейля 𝐶𝐴1
показаны черными линиями. Два сингулярных веса, расположен

ные в главной камере Вейля, отмечены звездочками. Они оба имеют кратность 1, то есть

соответствующие коэффициенты ветвления равны 1.

вой функции 𝑠(𝛾) для 𝛾 ∈ Γ𝐴1−→𝐵2
показаны на Рисунке 2.11. Мы ограничили

вычисление двенадцатым грейдом.
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Рис. 2.11. Веер Γ𝐴1→𝐵2
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Рассмотрим модуль уровня один 𝐿
(1,0;1;0)

𝐵2
со старшим весом 𝜔1 = (1, 0; 1; 0),

где координаты конечномерной части даны в ортогональном базисе 𝑒1, 𝑒2.

Множество сингулярных весов для этого модуля вплоть до шестого грейда

приведено на Рисунке 2.12.
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Рис. 2.12. Сингулярные веса модуля 𝐿
(1,0;1;0)

�̂�2
. В классическом сечении используется стан

дартный базис {𝑒1, 𝑒2}. Веса в нулевом грейде те же, что и на Рисунке 2.1. Веса 𝑤(𝜔1+𝜌)−𝜌

отмечены крестами, если 𝜖(𝑤) = 1 и квадратами при 𝜖(𝑤) = −1. Простые корни классиче

ской подалгебры 𝐵2 показаны серым, а диагональная плоскость соответствует подалгебре

Картана вложенной алгебры 𝐴1.

В соответствии с рекурсивным алгоритмом 5.4 мы проектируем сингуляр

ные веса на 𝑃𝐴1
и вычисляем размерности a⊥-модулей 𝐿

𝜋a⊥(𝑤(𝜇+𝜌))−𝜌a⊥
a⊥ . В нуле

вом грейде эта проекция дает в точности множествоΨ
(𝜇)
(𝐴1,𝐴1)

, соответствующее

вложению классической алгебры Ли 𝐴1 → 𝐵2. Это можно заметить сравни

вая Рисунок 2.1 и Рисунок 2.13, на котором сингулярный элемент Ψ
(𝜇)

(̂︁𝐴1,𝐴1)

для аффинного вложения 𝐴1 → 𝐵2 показан вплоть до двенадцатого грей

да. Кратности старших весов внутри главной камеры Вейля 𝐶
(0)

𝐴1
определяют
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следующие значения коэффициентов ветвления (до двенадцатого грейда):

𝐿𝜔1

𝐵2↓𝐴1
= 2𝐿𝜔1

𝐴1
⊕ 1𝐿𝜔0

𝐴1
⊕ 4𝐿𝜔0−𝛿

𝐴1
⊕

2𝐿𝜔1−𝛿
𝐴1
⊕ 8𝐿𝜔0−2𝛿

𝐴1
⊕ 8𝐿𝜔1−2𝛿

𝐴1
⊕ 15𝐿𝜔0−3𝛿

𝐴1
⊕

12𝐿𝜔1−3𝛿
𝐴1

⊕ 26𝐿𝜔1−4𝛿
𝐴1

⊕ 29𝐿𝜔0−4𝛿
𝐴1

⊕ 51𝐿𝜔0−5𝛿
𝐴1

⊕

42𝐿𝜔1−5𝛿
𝐴1

⊕ 78𝐿𝜔1−6𝛿
𝐴1

⊕ 85𝐿𝜔0−6𝛿
𝐴1

⊕ 120𝐿𝜔1−7𝛿
𝐴1

⊕

139𝐿𝜔0−7𝛿
𝐴1

⊕ 202𝐿𝜔1−8𝛿
𝐴1

⊕ 222𝐿𝜔0−8𝛿
𝐴1

⊕ 306𝐿𝜔1−9𝛿
𝐴1

⊕

346𝐿𝜔0−9𝛿
𝐴1

⊕ 530𝐿𝜔0−10𝛿
𝐴1

⊕ 482𝐿𝜔1−10𝛿
𝐴1

⊕ 714𝐿𝜔1−11𝛿
𝐴1

⊕

797𝐿𝜔0−11𝛿
𝐴1

⊕ 1080𝐿𝜔1−12𝛿
𝐴1

⊕ 1180𝐿𝜔0−12𝛿
𝐴1

⊕ . . .
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Рис. 2.13. Сингулярный элемент Ψ
(𝜔1)

(̂︁𝐴1,𝐴1)
в базисе {𝛽, 𝛿}. Размерности соответствующих

a⊥ = 𝐴1-модулей со знаками 𝜖(𝑢) представлены на рисунке.

Этот результат можно представить в виде набора функций ветвления:

𝑏
(𝜔1)
0 = 1 + 4 𝑞1 + 8 𝑞2 + 15 𝑞3 + 29 𝑞4 + 51 𝑞5 + 85 𝑞6 + 139 𝑞7+

222 𝑞8 + 346 𝑞9 + 530 𝑞10 + 797 𝑞11 + 1180 𝑞12 + . . .

𝑏
(𝜔1)
1 = 2 + 2 𝑞1 + 8 𝑞2 + 12 𝑞3 + 26 𝑞4 + 42 𝑞5 + 78 𝑞6 + 120 𝑞7+

202 𝑞8 + 306 𝑞9 + 482 𝑞10 + 714 𝑞11 + 1080 𝑞12 + . . .
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Рис. 2.14. Сингулярные коэффициенты ветвления для вложения 𝐴1 → 𝐵2. Использован

базис {𝛽, 𝛿}. Границы главной камеры Вейля 𝐶𝐴1
показаны черными линиями. Сингу

лярные коэффициенты ветвления внутри главной камеры Вейля равны коэффициентам

ветвления для вложения 𝐴1 → 𝐵2.

Здесь 𝑞 = exp(2𝜋𝑖𝜏) и нижний индекс нумерует функции ветвления по их

старшим весам в 𝑃+

𝐴1
, равным фундаментальным весам 𝜔0 = 𝜆0 = (0, 1, 0), 𝜔1 =

𝛼/2 = (1, 1, 0).

Теперь мы можем вернуться к равенству (2.22) и получить выражение

для характеров coset-модели 𝐵2/𝐴1:

𝜒
(𝜔1)
1 (𝑞) = 𝑞

7
12

(︀
2 + 2 𝑞1 + 8 𝑞2 + 12 𝑞3 + 26 𝑞4 + 42 𝑞5 + 78 𝑞6 + 120 𝑞7+

202 𝑞8 + 306 𝑞9 + 482 𝑞10 + 714 𝑞11 + 1080 𝑞12 + . . .
)︀
,

𝜒
(𝜔1)
0 (𝑞) = 𝑞

5
6

(︀
1 + 4 𝑞1 + 8 𝑞2 + 15 𝑞3 + 29 𝑞4 + 51 𝑞5 + 85 𝑞6 + 139 𝑞7+

222 𝑞8 + 346 𝑞9 + 530 𝑞10 + 797 𝑞11 + 1180 𝑞12 + . . .
)︀
.

2.5. Заключение

Мы продемонстрировали, что техника веера вложения может использо

ваться для работы с произвольными редуктивными подалгебрами (как мак

симальными, так и не максимальными). Также показано, что проблема ре

дукции для a ⊂ g тесно связана со свойствами ортогонального партнера
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a⊥ подалгебры a. Подалгебра a⊥ соответствует подмножеству положитель

ных корней Δ+
a⊥

в Δ+
g , которое тривиализует подалгебру Картана ha⊥. Веер

вложения и множества сингулярных весов для модулей старшего веса ал

гебры g существенным образом зависят от структуры a⊥ и ее подмодулей.

Для веера Γa→g эта зависимость почти очевидна: в элементе Φa→g исклю

чены множители, соответствующие корням Δ+
a⊥
. Преобразование множества

спроектированных сингулярных весов более интересно. Мы показали, что в

новом сингулярном элементе Ψ
(𝜇)
(a,a⊥)

коэффициенты зависят от a⊥-подмодулей

(их старшие веса 𝜇̃︁a⊥ (𝑢) заданы вложением и весами первоначального эле

мента Ψ𝜇). К счастью, для вычислений не требуется никакой информации о

𝐿
𝜇̃︁a⊥(𝑢)

{a⊥} -подмодулях, кроме их размерностей. В новом сингулярном элементе

Ψ
(𝜇)
(a,a⊥)

кратности весов равны размерностям dim
(︁
𝐿
𝜇̃︁a⊥(𝑢)

{a⊥}

)︁
соответствующих

a⊥-модулей, умноженным на значения 𝜖(𝑢). В результате старшие веса подмо

дулей a и их кратности удовлетворяют набору линейных соотношений (2.20).

Эти свойства выполняются для любой редуктивной подалгебры a→ g и урав

нения могут быть переписаны в виде рекуррентных соотношений, которые

можно решать последовательно.

Эффективность полученного алгоритма была продемонстрирована на

различных примерах. В частности, мы построили примеры модулярно-инва

риантных статсумм методом конформных вложений и статсумм в coset-моде

лях рациональной конформной теории поля. Дальнейшее улучшение алго

ритма может быть достигнуто при использовании техники сложенных вееров

[71].

78



Глава 3

Коэффициенты ветвления и обобщенная

резольвента Бернштейна-Гельфанда-Гельфанда

Как мы показали в предыдущей главе, рекуррентные соотношения для

коэффициентов ветвления основываются на определенном разложении син

гулярного элемента. В данной главе мы показываем, что такое разложение

может использоваться для построения параболических модулей Верма и по

лучения обобщенных формул Вейля-Верма для характеров. Также мы демон

стрируем, что ветвление для произвольной редуктивной подалгебры связано

с БГГ резольвентой и демонстрирует свойства резольвенты в категории 𝒪𝑝

[26] (параболического обобщения категории 𝒪 [27]).

Резольвента для неприводимых модулей в терминах бесконечномерных

модулей важна для теории интегрируемых спиновых цепочек [101]. В подхо

де 𝒬-оператора Бакстера [102] общие трансфер-матрицы, соответствующие

(обобщенным) модулям Верма, факторизуются в произведение операторов

Бакстера. Резольвента позволяет вычислить трансфер-матрицы для конеч

номерных вспомогательных пространств.

Чтобы продемонстрировать связь БГГ резольвенты с ветвлением мы ис

пользуем рекурсивный подход, представленный в работе [16] (аналогичный

подход для максимальных вложений использовался в работе [90]) и изложен

ный в главе 2. Мы рассматриваем подалгебру a →˓ g вместе с a⊥ – “ортого

нальным партнером” a по отношению к форме Киллинга, а также подалгебру̃︁a⊥ := a⊥ ⊕ h⊥, где h = ha ⊕ ha⊥ ⊕ h⊥. Для любой редуктивной подалгебры a

алгебра a⊥ →˓ g регулярна и редуктивна. Для интегрируемого модуля старше

го веса 𝐿(𝜇) и ортогональной подалгебры a⊥ мы рассматриваем сингулярный

элемент Ψ(𝜇) (числитель в формуле Вейля для характеров 𝑐ℎ (𝐿𝜇) = Ψ(𝜇)

Ψ(0) , см.
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раздел 1.4.1) и знаменатель Вейля Ψ
(0)
a⊥ для ортогонального партнера. Ни

же мы показываем, что элемент Ψ
(𝜇)
g может быть разложен в комбинацию

числителей Вейля Ψ
(𝜈)
a⊥ , где 𝜈 ∈ 𝑃+

a⊥
. Это разложение дает возможность по

строить множество модулей старшего веса 𝐿
𝜇a⊥
a⊥ . В том случае, если вложение

a⊥ →˓ g удовлетворяет “стандартным параболическим” условиям, эти модули

порождают параболические модули Верма 𝑀
𝜇a⊥
(a⊥ →˓g), так что исходный харак

тер 𝑐ℎ (𝐿𝜇) в итоге раскладывается в знакопеременную сумму характеров

таких модулей. С другой стороны, если параболическое условие нарушено,

конструкция сохраняется и порождает разложение по отношению к набору

обобщенных модулей Верма𝑀
𝜇̃︁a⊥
(̃︁b⊥,g), где ̃︁b⊥ уже не является подалгеброй в g,

а оказывается сжатием ̃︁a⊥.
3.1. Ортогональная подалгебра и сингулярные элементы

В этом разделе мы покажем, как рекуррентный подход к проблеме ветв

ления естественным образом приводит к представлению формального харак

тера g-модуля в виде комбинации характеров, соответствующих параболиче

ским (обобщенным) модулям Верма. Рассмотрим редуктивную алгебру Ли

g и ее редуктивную подалгебру a ⊂ g. Пусть 𝐿𝜇 – интегрируемый модуль

старшего веса алгебры g, 𝜇 ∈ 𝑃+. Будем считать 𝐿𝜇 вполне приводимым по

отношению к подалгебре a,

𝐿𝜇
g↓a =

⨁︁
𝜈∈𝑃+

a

𝑏(𝜇)𝜈 𝐿𝜈
a.

Это разложение может быть записано в терминах формальных характеров с

использованием оператора проекции 𝜋a (на весовое пространство ha
*):

𝜋a𝑐ℎ (𝐿
𝜇) =

∑︁
𝜈∈𝑃+

a

𝑏(𝜇)𝜈 𝑐ℎ (𝐿𝜈
a) . (3.1)
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Для модуля 𝐿𝜇 существует БГГ резольвента (см. [27, 70, 85] и [68]). Все члены

фильтрующей последовательности представляются суммами модулей Верма

со старшими весами 𝜈, сильно связанными с 𝜇:

{𝜈} = {𝑤 (𝜇+ 𝜌)− 𝜌|𝑤 ∈ 𝑊} .

Воспользуемся введенным в главе 2 понятием “ортогонального партнера”

a⊥ →˓ g для подалгебры a →˓ g. Заметим, что подалгебра a⊥ по определению

регулярна, так как она построена на подмножестве корней алгебры g.

3.1.1. Разложение сингулярного элемента.

Выполним разложение сингулярного элемента Ψ(𝜇) на сингулярные эле

менты модулей ортогонального партнера. Это разложение в целом аналогич

но разложению в Лемме 1, однако в данном случае его составляющими явля

ются сингулярные элементы ортогонального партнера a⊥.

Лемма 2. Пусть a⊥ – ортогональный партнер редуктивной подалгебры

a →˓ g и h = ha ⊕ ha⊥ ⊕ h⊥, ̃︁a⊥ = a⊥ ⊕ h⊥, ̃︀a = a⊕ h⊥.

Пусть 𝐿𝜇 – интегрируемый модуль старшего веса 𝜇 ∈ 𝑃+ и

Ψ(𝜇) – сингулярный элемент 𝐿𝜇.

Тогда элемент Ψ(𝜇) может быть разложен в сумму по 𝑢 ∈ 𝑈 (см.

(2.9)) сингулярных элементов Ψ
𝜇a⊥(𝑢)
a⊥ с коэффициентами 𝜖(𝑢)𝑒𝜇̃︀a(𝑢):

Ψ(𝜇) =
∑︁
𝑢∈𝑈

𝜖(𝑢)𝑒𝜇̃︀a(𝑢)Ψ𝜇a⊥(𝑢)
a⊥ . (3.2)

Доказательство. Пусть

𝑢(𝜇+ 𝜌) = 𝜋(̃︀a)𝑢(𝜇+ 𝜌) + 𝜋(a⊥)𝑢(𝜇+ 𝜌),
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где 𝑢 ∈ 𝑈 . Для произвольного 𝑣 ∈ 𝑊a⊥ рассмотрим сингулярный вес 𝑣𝑢(𝜇+

𝜌)− 𝜌 и выполним разложение:

𝑣𝑢(𝜇+ 𝜌)− 𝜌 = 𝜋(a) (𝑢(𝜇+ 𝜌))− 𝜌+ 𝜌a⊥

+ 𝑣
(︀
𝜋(̃︀a⊥)𝑢(𝜇+ 𝜌)− 𝜌a⊥ + 𝜌a⊥

)︀
− 𝜌a⊥.

(3.3)

Используем дефект 𝒟a⊥ (2.8), чтобы упростить первую строку в формуле

(3.3):

𝜋(̃︀a) (𝑢(𝜇+ 𝜌))− 𝜌+ 𝜌a⊥ =

𝜋(̃︀a) (𝑢(𝜇+ 𝜌))− 𝜋̃︀a𝜌− 𝜋a⊥𝜌+ 𝜌a⊥ =

= 𝜋(̃︀a) (𝑢(𝜇+ 𝜌)− 𝜌) +𝒟a⊥,

и вторую строку

𝑣
(︀
𝜋(a⊥)𝑢(𝜇+ 𝜌)− 𝜌a⊥ + 𝜌a⊥

)︀
− 𝜌a⊥ =

𝑣
(︀
𝜋(a⊥)𝑢(𝜇+ 𝜌)−𝒟a⊥ − 𝜋(a⊥)𝜌+ 𝜌a⊥

)︀
− 𝜌a⊥ =

= 𝑣
(︀
𝜋(a⊥) [𝑢(𝜇+ 𝜌)− 𝜌]−𝒟a⊥ + 𝜌a⊥

)︀
− 𝜌a⊥.

В результате получаем требуемое разложение сингулярного элемента Ψ𝜇 на

сингулярные элементы Ψ𝜂
a⊥ модулей 𝐿𝜂

a⊥ подалгебры a⊥:

Ψ𝜇 =
∑︀

𝑢∈𝑈
∑︀

𝑣∈𝑊a⊥
𝜖(𝑣)𝜖(𝑢)𝑒𝑣𝑢(𝜇+𝜌)−𝜌 =

=
∑︀

𝑢∈𝑈 𝜖(𝑢)𝑒
𝜋̃︀a[𝑢(𝜇+𝜌)−𝜌]+𝒟a⊥

∑︀
𝑣∈𝑊a⊥

𝜖(𝑣)𝑒
𝑣
(︁
𝜋(a⊥)

[𝑢(𝜇+𝜌)−𝜌]−𝒟a⊥+𝜌a⊥

)︁
−𝜌a⊥ =

=
∑︀

𝑢∈𝑈 𝜖(𝑢)Ψ
𝜋(a⊥)

[𝑢(𝜇+𝜌)−𝜌]−𝒟a⊥
a⊥ 𝑒𝜋(̃︀a)[𝑢(𝜇+𝜌)−𝜌]+𝒟a⊥ .

(3.4)

Замечание 3.1. Это соотношение можно рассматривать как обобщение фор

мулы Вейля для сингулярного элемента Ψ𝜇
g : векторы 𝜇̃︀a (𝑢) играют роль син

гулярных весов, в то время как множители 𝜖(𝑢) расширены до 𝜖(𝑢)Ψ
𝜇a⊥(𝑢)
a⊥ .

Действительно, при a = g подалгебры a⊥, и h⊥ тривиальны, 𝑈 = 𝑊 и

оригинальная формула Вейля восстанавливается, так как сингулярные эле

менты 𝜖(𝑢)Ψ
𝜇a⊥(𝑢)
a⊥ = 𝜖(𝑢) становятся тривиальными.
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В противоположном пределе, когда a = 0, Δa⊥ = Δg, h
*
⊥ = 0, a⊥ = g,

𝒟a⊥ = 0 и 𝑈 = 𝑊/𝑊a⊥ = 𝑒, вновь приходим к выражению для сингуляр

ного элемента Ψ𝜇, теперь – в результате тривиализации множества векторов

𝜇a (𝑒) = 0.

Замечание 3.2. В предыдущей главе (и в нашей работе [16]) разложение,

аналогичное формуле (3.4), было использовано для построения рекуррентных

соотношений (2.19) для коэффициентов ветвления 𝑘
(𝜇)
𝜉 , соответствующих вло

жению a →˓ g.

Рекуррентное соотношение (2.19) первоначально использовалось для опи

сания ветвления интегрируемых модулей. Заметим, что существует важный

класс модулей, которые также могут быть редуцированы при помощи веера

вложения – это модули Верма.

3.1.2. Фомулы Вейля-Верма.

Утверждение 1. Для ортогональной подалгебры a⊥ в g (являющейся ор

тогональным партнером редуктивной подалгебры a →˓ g) характер инте

грируемого модуля старшего веса 𝐿𝜇 может быть представлен в виде ком

бинации (с целочисленными коэффициентами) характеров параболических

модулей Верма, распределенных по множеству весов 𝜇̃︀a (𝑢):
ch (𝐿𝜇) =

∑︁
𝑢∈𝑈

𝜖(𝑢)𝑒𝜇̃︀a(𝑢)ch𝑀𝜇a⊥(𝑢)

𝐼 , (3.5)

где 𝑈 :=
{︀
𝑢 ∈ 𝑊 | 𝜇a⊥ (𝑢) ∈ 𝐶a⊥

}︀
и 𝐼 – такое подмножество в 𝑆, что Δ+

𝐼

эквивалентно Δ+
a⊥
.

Доказательство. Подалгебра a⊥ регулярна и редуктивна по определению

(2.4). Рассмотрим её знаменатель Вейля 𝑅a⊥ :=
∏︀

𝛼∈Δ+
a⊥
(1− 𝑒−𝛼)multa(𝛼) и

элемент 𝑅𝐽 :=
∏︀

𝛼∈Δ+∖Δ+
a⊥
(1− 𝑒−𝛼)mult(𝛼) как сомножители в 𝑅:

𝑅 = 𝑅𝐽𝑅a⊥.
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Согласно этой факторизации и разложению (3.2) характер ch (𝐿𝜇) можно

переписать в виде

ch (𝐿𝜇) = (𝑅𝐽)
−1 (𝑅a⊥)

−1Ψ𝜇 = (𝑅𝐽)
−1∑︁

𝑢∈𝑈

𝑒𝜇̃︀a(𝑢)𝜖(𝑢) (𝑅a⊥)
−1Ψ

𝜇a⊥(𝑢)
a⊥

= (𝑅𝐽)
−1∑︁

𝑢∈𝑈

𝑒𝜇̃︀a(𝑢)𝜖(𝑢)ch
(︁
𝐿
𝜇a⊥(𝑢)
a⊥

)︁
,

где
{︁
𝐿
𝜇a⊥(𝑢)
a⊥ |𝑢 ∈ 𝑈

}︁
– множество конечномерных a⊥-модулей со старшими ве

сами 𝜇a⊥ (𝑢). Нас интересуют нетривиальные подалгебры a и, соответствен

но, нетривиальные a⊥ (случай тривиальной ортогональной подалгебры рас

сматривался выше в (см. Замечание 1)). Значит 𝑟a ≥ 1 и 𝑟a⊥ < 𝑟. Так как

диаграмма Дынкина для любой регулярной подалгебры получается в резуль

тате исключения одной, двух или более вершин из расширенной диаграммы

Дынкина алгебры, а расширенная диаграмма содержит не более одного зави

симого корня (старший корень), множество корней Δ+
a⊥

всегда эквивалентно

некоторому множеству Δ+
𝐼 , порожденному набором простых корней 𝐼 ⊂ 𝑆.

Следовательно мы можем (переопределяя множество Δ+) отождествить

Δ+
a⊥
с подмножеством Δ+

𝐼 , где 𝐼 ⊂ 𝑆. В результате мы можем определить объ

екты, необходимые для построения обобщенных модулей Верма [26, 68]. У нас

есть два множества корневых векторов
{︀
𝑥𝜉 ∈ g𝜉|𝜉 ∈ Δ+

𝐼

}︀
и
{︀
𝑥𝜂 ∈ g𝜂|𝜂 ∈ Δ+ ∖Δ+

𝐼

}︀
,

и соответствующие нильпотентные подалгебры в n+:

n+𝐼 :=
∑︁
𝜉∈Δ+

𝐼

g𝜉, u+𝐼 :=
∑︁

𝜂∈Δ+∖Δ+
𝐼

g𝜂.

Первая подалгебра вместе со своей отрицательной копией n−𝐼 порождает про

стую подалгебру

s𝐼 = n−𝐼 + h𝐼 + n+𝐼 .

Мы расширяем ее оставшимися картановскими генераторами:

l𝐼 = n−𝐼 + h+ n+𝐼 .
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Полупрямое произведение l𝐼 и u+𝐼 дает параболическую подалгебру p𝐼 →˓ g :

p𝐼 = l𝐼 B u+𝐼 . (3.6)

Ее универсальная обертывающая 𝑈 (p𝐼) является подалгеброй в 𝑈 (g). Моду

ли 𝐿
𝜇a⊥(𝑢)
a⊥ алгебры l𝐼 легко поднимаются до p𝐼-модулей при помощи триви

ального действия нильрадикала u+𝐼 . Последний стандартным образом инду

цирует 𝑈 (g)-модули:

𝑀
𝜇a⊥(𝑢)

𝐼 = 𝑈 (g)⊗𝑈(p𝐼) 𝐿
𝜇a⊥(𝑢)
a⊥ .

Это обобщенные модули Верма [26], порожденные старшими весами 𝜇a⊥ (𝑢).

Как 𝑈
(︀
u−𝐼
)︀
-модуль каждый 𝑀

𝜇a⊥(𝑢)

𝐼 изоморфен 𝑈
(︀
u−𝐼
)︀
⊗ 𝐿𝜇a⊥(𝑢)

a⊥ и его харак

тер можно записать при помощи функции Костанта-Хекмана [103], соответ

ствующей вложению ортогонального партнера a⊥ →˓ g:

ch𝑀
𝜇a⊥(𝑢)

𝐼 = 𝒦ℋa⊥ →˓gch𝐿
𝜇a⊥(𝑢)
a⊥ .

Функция 𝒦ℋa⊥ →˓g генерируется знаменателем 𝑅𝐼 , так что последнее выраже

ние можно переписать следующим образом

ch𝑀
𝜇a⊥(𝑢)

𝐼 =
1

𝑅𝐼
ch𝐿

𝜇a⊥(𝑢)
a⊥ .

Таким образом мы получили обобщенную формулу Вейля-Верма для харак

теров – разложение ch (𝐿𝜇) на характеры обобщенных модулей Верма:

ch (𝐿𝜇) =
∑︁
𝑢∈𝑈

𝑒𝜇̃︀a(𝑢)𝜖(𝑢)ch𝑀𝜇a⊥(𝑢)

𝐼 . (3.7)

Замечание 3.3. Здесь обобщенная формула Вейля-Верма для характеров

(называемая формулой переменного суммирования в книге [68]) имеет специ

альный вид: веса 𝜇̃︀a отличны от старших весов обобщенных модулей Верма

𝜇a⊥. Причина в том, что старший вес 𝑀𝐼-модуля не равен проекции его мак

симального веса на ℎ*a⊥ (он должен быть дополнительно сдвинут на дефект).
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Пример 3.1. Рассмотрим обобщенные модули Верма для вложения 𝐴1 →˓

𝐵2, где подалгебра a⊥ связана с корнем 𝛼1 алгебры 𝐵2. Обобщенный модуль

Верма 𝑀𝜔1

𝐼 со старшим весом 𝜔1 = 𝑒1 показан на Рисунке 3.1.
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Рис. 3.1. Обобщенные модули Верма для регулярного вложения 𝐴1 в 𝐵2. Простые корни

𝛼1, 𝛼2 алгебры 𝐵2 показаны пунктирными стрелками. Простой корень 𝛽 = 𝛼1+2𝛼2 алгебры

𝐴1 изображен серым вектором. Разложение 𝐿𝜔1 представлено набором контуров входящих

в него обобщенных модулей Верма. Пунктирные контуры соответствуют положительным

значениям 𝜖(𝑢), а точечные – отрицательным.

Замечание 3.4. Как доказано, например, в книге [68] (см. утверждение 9.6),

характеры обобщенных модулей Верма𝑀
𝜇a⊥(𝑢)

𝐼 могут также описываться как

линейные комбинации обычных модулей Верма алгебры g:

ch𝑀
𝜇a⊥(𝑢)

𝐼 =
∑︁

𝑤∈𝑊a⊥

𝜖 (𝑤) ch𝑀𝑤(𝜇a⊥(𝑢)+𝜌a⊥)−𝜌a⊥

Подставляя это выражение в формулу (3.7) и используя определения (2.10) и

(2.8), мы восстанавливаем стандартное разложение Вейля-Верма для харак

тера:

ch (𝐿𝜇) =
∑︁
𝑤∈𝑊

𝜖(𝑢)ch𝑀𝑤(𝜇+𝜌)−𝜌.
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3.2. БГГ резольвента и ветвление

В работе [26] показано, что для модуля старшего веса 𝐿𝜇, где 𝜇 ∈ 𝑃+,

последовательность (обобщенная БГГ резольвента)

0→𝑀 𝐼
𝑟

𝛿𝑟→𝑀 𝐼
𝑟−1

𝛿𝑟−1→ . . .
𝛿1→𝑀 𝐼

0
𝜀→ 𝐿𝜇 → 0, (3.8)

где

𝑀 𝐼
𝑘 =

⨁︁
𝑢∈𝑈, length(𝑢)=𝑘

𝑀
𝑢(𝜇+𝜌)−𝜌
𝐼 , 𝑀 𝐼

0 =𝑀𝜇
𝐼 (3.9)

является точной и формула (3.5) следует из этого разложения.
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Рис. 3.2. Вложение 𝐴1 →˓ 𝐵2 (см. Рисунок 3.1). Ортогональный партнер, подалгебра 𝐴1,

соответствует корню 𝛼1. Резольвента простого модуля 𝐿𝜔1 . Показана центральная часть

точной последовательности 0→ 𝐼𝑚(𝛿2)→
(︁
𝑒𝜇̃︀a(𝑒)ch𝑀𝜋a⊥ [𝜔1]−𝒟a⊥

𝐼 =𝑀𝜔1
𝐼

)︁
→ 𝐿𝜔1 → 0. Здесь

𝜇̃︀a (𝑒) = 𝜋̃︀a [𝜇] +𝒟a⊥ .

Утверждение 2. Пусть 𝐿𝜇 – g-модуль со старшим весом 𝜇 ∈ 𝑃+, и пусть

регулярная подалгебра a⊥ →˓ g является ортогональным партнером редук

тивной подалгебры a →˓ g. Тогда разложение (3.2) определяет как обобщен

ную резольвенту 𝐿𝜇 по отношению к a⊥, так и правила ветвления 𝐿𝜇 по

отношению к a⊥, так и правила ветвления 𝐿𝜇 по отношению к a .

Доказательство. Положим

ch𝑀
𝑢(𝜇+𝜌)−𝜌
𝐼 = 𝑒𝜇̃︀a(𝑢)ch𝑀𝜇a⊥(𝑢)

𝐼 , ch𝑀𝜇
𝐼 = 𝑒𝜇̃︀a(𝑒)ch𝑀𝜋a⊥ [𝜇]−𝒟a⊥

𝐼 ,
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где 𝜇̃︀a (𝑢) , 𝜇a⊥ (𝑢) и 𝒟a⊥ заданы как в Лемме 2, 𝑢 ∈ 𝑈 определено форму

лой (2.9). В результате получим элементы фильтрующей последовательности

(3.8).

Рассмотрим множество {𝜇a⊥ (𝑢) |𝑢 ∈ 𝑈} как множество старших весов

простых модулей 𝐿
𝜇a⊥(𝑢)
a⊥ и вычислим размерности этих модулей. Вместе с

{𝜇̃︀a (𝑢) |𝑢 ∈ 𝑈} мы получим набор сингулярных весов{︁
𝜖(𝑢) 𝑒𝜇̃︀a(𝑢) dim

(︁
𝐿
𝜇a⊥(𝑢)
a⊥

)︁}︁
.

Ветвление 𝐿𝜇
g↓a =

⨁︀
𝜈∈𝑃+

a

𝑏
(𝜇)
𝜈 𝐿𝜈

a определяется веером вложения Γa→g и соотно

шением (2.19), которое дает нам коэффициенты 𝑘
(𝜇)
𝜉 , а значит определяет и

𝑏
(𝜇)
𝜈 , так как 𝑏

(𝜇)
𝜈 = 𝑘

(𝜇)
𝜈 при 𝜈 ∈ 𝐶a .

Следствие 3.1. Пусть 𝐿𝜇 – g-модуль со старшим весом 𝜇 ∈ 𝑃+ и a →˓ g

– редуктивная подалгебра g. Пусть a⊥ – ортогональный партнер для a,

– эквивалентен 𝐴1, a⊥ ≈ 𝐴1, и ̃︀a = a ⊕ h⊥ с h = ha ⊕ ha⊥ ⊕ h⊥. Пусть

𝐿𝜇
g↓̃︀a = ⨁︀

𝜈∈𝑃+̃︀a
𝑏
(𝜇)
𝜈 𝐿𝜈̃︀a – ветвление модуля 𝐿𝜇 относительно подалгебры ̃︀a. Тогда

коэффициенты 𝑏
(𝜇)
𝜈 определяют обобщенную резольвенту (3.8) модуля 𝐿𝜇 по

отношению к a⊥.

Доказательство. Пусть 𝛼 – простой корень 𝐴1. Используем преобразования

из группы Вейля чтобы перевести его в некоторый простой корень алгебры

g, например 𝛼1. Построим сингулярный элемент для модуля 𝐿𝜇
g↓̃︀a, то есть

Ψ
(𝐿𝜇

g↓̃︀a)̃︀a =
∑︀

𝜈∈𝑃+̃︀a ,𝑏
(𝜇)
𝜈 >0

𝑏
(𝜇)
𝜈 Ψ

(𝜈)̃︀a , и разложим его Ψ
(𝐿𝜇

g↓̃︀a)̃︀a = 𝑘
(𝜇)
𝜉 𝑒𝜉. В нашем слу

чае представители 𝑢 в рекуррентном соотношении (2.19) определяются весом

𝜉 однозначно:

𝜖(𝑢 (𝜉)) dim
(︁
𝐿
𝜇a⊥(𝑢(𝜉))
a⊥

)︁
= −𝑠 (𝛾0) 𝑘(𝜇)𝜉 −

∑︁
𝛾∈Γ̃︀a→g

𝑠 (𝛾 + 𝛾0) 𝑘
(𝜇)
𝜉+𝛾.
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Тогда

dim
(︁
𝐿
𝜇a⊥(𝑢(𝜉))
a⊥

)︁
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑠 (𝛾0) 𝑘(𝜇)𝜉 +

∑︁
𝛾∈Γ̃︀a→g

𝑠 (𝛾 + 𝛾0) 𝑘
(𝜇)
𝜉+𝛾

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

и

𝜇a⊥ (𝑢 (𝜉)) =
1

2

(︁
dim

(︁
𝐿
𝜇(𝜉)
𝐴1

)︁
− 1
)︁
𝛼1

Таким образом, множество обобщенных модулей Верма 𝑒𝜉+𝒟a⊥ch𝑀
𝜇a⊥(𝑢(𝜉))

𝐼

полностью фиксировано: {︁
𝑒𝜇̃︀a(𝑢)ch𝑀𝜇a⊥(𝑢)

𝐼 |𝑢 ∈ 𝑈
}︁
.

Упорядочивая эти модули по длине 𝑢, мы получаем компоненты (3.9) резоль

венты (3.8).

Замечание 3.5. В главе 2 было показано, что метод веера вложения рабо

тает также и для специальных вложений. Надо заметить, что разложения

Вейля-Верма также могут быть получены в этом случае. Резольвенты, со

ответствующие специальным подалгебрам, описывают соотношения между

проекциями характера начального модуля и обобщенными модулями Верма

со старшими весами в подпространстве ℎ*.

Рассмотрим ситуацию, когда выбор простых корней зафиксирован ка

кими-то внешними факторами (возникающими, например, из требований фи

зических приложений). В этом случае ортогональный партнер не может по

рождаться только простыми корнями. Элементы u+𝐼 :=
∑︀

𝜂∈Δ+∖Δ+
𝐼
g𝜂 не об

разуют подалгебру в g, так как некоторые не простые корни отсутствуют

в Δ+ ∖ Δ+
𝐼 . Важно отметить, что в этом случае формула Вейля-Верма по

прежнему существует. В ней обобщенные модули Верма соответствуют сжа

тиями [104] алгебры n+ и соотношения Вейля-Верма описывают разложение

пространства представления 𝐿𝜇 в набор обобщенных модулей Верма сжатой

алгебры 𝑈 (n+𝑐 ). Весовые векторы образованы базисом Пуанкаре-Биркгофа

Витта алгебр 𝑈 (n+𝑐 ) и 𝑈 (a⊥). Чтобы рассмотреть такое пространство как
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g-модуль мы должны выполнить деформацию [105] алгебры n+𝑐 (то есть вос

становить первоначальный закон композиции). Пространство сохраняется, и

после такой деформации генераторы начальной алгебры будут действовать

на нем правильным образом.

3.3. Заключение

В этой главе мы исследовали связь ветвления и обобщенной резольвенты

Бернштейна-Гельфанда-Гельфанда. Как было показано в предыдущей главе,

для построения коэффициентов ветвления осуществляется разложение син

гулярного элемента неприводимого модуля алгебры в линейную комбинацию

сингулярных элементов модулей подалгебры. Мы показали, что действие вее

ра вложения на компоненты этого разложения порождает обобщенные моду

ли Верма. Эти модули образуют точную последовательность обобщенной ре

зольвенты Бернштейна-Гельфанда-Гельфанда. Характер исходного неприво

димого модуля выражается через характеры обобщенных модулей Верма по

средством формулы Вейля-Верма. Коэффициенты в этой формуле равняются

коэффициентам разложения сингулярного элемента. Таким образом, разло

жение сингулярного элемента определяет как коэффициенты ветвления, так

и обобщенную резольвенту Бернштейна-Гельфанда-Гельфанда. Кроме того,

мы показали, что в случае когда ортогональный партнер подалгебры явля

ется алгеброй 𝐴1, коэффициенты ветвления определяют обобщенную резоль

венту Бернштейна-Гельфанда-Гельфанда. Результаты данной главы опубли

кованы в работах [17, 22].
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Глава 4

Сплинты корневых систем и функции

ветвления

Сплинт корневой системы простой алгебры Ли возникает при изучении

регулярных вложений редуктивных подалгебр. Сплинт можно использовать

для получения правил ветвления. Мы показываем, что использование свойств

сплинта в сочетании с разложением сингулярного элемента позволяет сильно

упростить вычисление коэффициентов ветвления.

Вложение 𝜑 корневой системыΔ1 в корневую системуΔ – это биективное

отображение корней из Δ1 в (собственное) подмножество Δ, коммутирующее

с законом сложения векторов в Δ1 и Δ.

𝜑 : Δ1 −→ Δ

𝜑 ∘ (𝛼 + 𝛽) = 𝜑 ∘ 𝛼 + 𝜑 ∘ 𝛽, 𝛼, 𝛽 ∈ Δ1

Заметим, что образ 𝐼𝑚(𝜑) не обязан обладать свойствами корневой си

стемы за исключением правил сложения, эквивалентных правилам сложения

в Δ1 (для прообразов). Два вложения 𝜑1 и 𝜑2 расщепляют корневую систе

му Δ если она может быть представлена, как несвязное объединение образов

𝐼𝑚(𝜑1) и 𝐼𝑚(𝜑2). Термин сплинт (расщепление) предложил D. Richter в ра

боте [106], где были получены все сплинты для простых алгебр Ли. В работе

так же упоминалось, что сплинт должен быть тесно связан с конструкцией

веера вложения, определенной в главе 2 (См. Определение 10).

В данной главе мы изучаем связь между сплинтом и веером вложения

для регулярных вложений редуктивных подалгебр a в простую алгебру Ли g.

Мы демонстрируем, что (при выполнении определенных условий, описанных

91



в разделе 4.2) сплинт является естественным инструментом для изучения

свойств редукции g-модулей по отношению к подалгебре a −→ g. Используя

этот инструмент мы получаем основной результат данной главы – однознач

ное соответствие между кратностями весов неприводимых модулей сплинта

и коэффициентов ветвления для редуцированного модуля 𝐿𝜇
g↓a.

Затем мы обсуждаем аффинное расширение корневой системы допуска

ющей сплинт и получаем новые соотношения, связывающие функции ветвле

ния неприводимых модулей на модули конечномерных подалгебр (см. Раздел

4.5).

4.1. Вложения и сплинты

Рассмотрим простую алгебру Ли g и ее регулярную подалгебру a →˓ g, та

кую, что a – редуктивную подалгебра a ⊂ g и корневые системы согласованы

h*a ⊂ h*g. Пусть a
s – полупростое слагаемое в a, то есть a = as⊕u(1)⊕u(1)⊕. . . .

Мы будем считать, что as – собственная регулярная подалгебра и что a – мак

симальная подалгебра с заданной as, то есть ранг 𝑟 подалгебры a равен рангу

g.

Приведем два определения, введенные в работе [106]

Определение 11. Пусть Δ0 и Δ – корневые системы с соответствующими

весовыми решетками 𝑃0 и 𝑃 . Рассмотрим отображение

𝜑 :

⎧⎨⎩ Δ0 →˓ Δ,

𝑃0 →˓ 𝑃.
(4.1)

Оно называется “вложением”, если

(a) оно вкладывает Δ0 в Δ, и

(b) 𝜑 действует гомоморфно по отношению к группам сложения векторов в
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𝑃0 и 𝑃 :

𝜑(𝛾) = 𝜑(𝛼) + 𝜑(𝛽)

для любой тройки 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ 𝑃0, такой, что 𝛾 = 𝛼 + 𝛽.

𝜑 индуцирует вложение формальных алгебр: ℰ0 →˓ ℰ и для образа ℰ𝑖 =

Im𝜑 (ℰ0) можно рассмотреть обратное отображение 𝜑−1 : ℰ𝑖 −→ ℰ0.

Заметим, что нужно различать два класса вложений: когда скалярное

произведение (заданное формой Киллинга) в корневом пространстве 𝑃0 инва

риантно по отношению к 𝜑 и когда оно не 𝜑-инвариантно. Вложения первого

класса называются “метрическими”, второго – “неметрическими”.

Определение 12. Корневая система Δ “расщепляется” на (Δ1,Δ2), если су

ществует два вложения 𝜑1 : Δ1 →˓ Δ и 𝜑2 : Δ2 →˓ Δ, где (a) Δ – несвязное

объединение образов 𝜑1 и 𝜑2, и (b) ни ранг Δ1, ни ранг Δ2 не превосходит

ранга Δ.

Эквивалентно, можно сказать, что (Δ1,Δ2) – “сплинт” (расщепление) Δ

и мы можем обозначить его через Δ ≈ (Δ1,Δ2). Каждая из компонент Δ1 и

Δ2 называется “стеблем” сплинта (Δ1,Δ2).

Чтобы показать связь веера вложения со сплинтом рассмотрим случай,

когда один из стеблей Δ1 = Δa является подсистемой корневой системы.

Сплинт Δ ≈ (Δ1,Δ2) называется “инъективным”, если Δ1 = Δa, – под

система корневой системы Δ, соответствующая регулярной редуктивной по

далгебре a →˓ g.

В случае инъективного сплинта второй стебель Δs := Δ2 = Δ∖Δa может

быть переписан как произведение (аналогично формуле (2.12)) и определяет

веер вложения Γa→˓g. Обозначим через Δs0 кообраз второго вложения 𝜑 :

Δs0 → Δg. Верна следующая гипотеза.
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Гипотеза 4.1. Каждый инъективный сплинт Δ ≈ (Δa,Δs) определяет веер

вложения с носителем {𝜉}a→g, задающимся произведением∏︁
𝛽∈Δ+

s

(︀
1− 𝑒−𝛽

)︀
= −

∑︁
𝛾∈𝑃

𝑠(𝛾)𝑒−𝛾 (4.2)

В случае инъективного сплинта мы можем сказать, что подалгебра a →˓

g расщепляется Δ (и назовем a “расщепляющей подалгеброй” алгебры g).

Сплинты были классифицированы в работе [106] и первые три класса сплин

тов в этой классификации инъективны.

4.2. Как стебли определяют функции кратности

В этом разделе мы рассмотрим свойства инъективных сплинтов Δ ≈

(Δa,Δs). Мы покажем, что в этом случае вычисление коэффициентов ветв

ления для расщепляющего вложения a →˓ g эквивалентно нахождению крат

ностей весов неприводимого s-модуля 𝐿𝜈
s с определенным старшим весом 𝜈.

Заметим, что алгебра s не обязательно должна быть подалгеброй g.

Вернемся к соотношению (2.3). В данном случае операция проекции три

виальна, поэтому после умножения обеих сторон на 𝑅a получаем:

1∏︀
𝛽∈Δ+

s
(1− 𝑒−𝛽)

Ψ
(𝜇)
g =

∑︁
𝜈∈𝑃+

a

𝑏(𝜇)𝜈 Ψ
(𝜈)
a . (4.3)

Здесь первый множитель в левой части – это формальный элемент, обратный

к вееру Γa→g. Рассмотрим модуль старшего веса 𝐿𝜈
s . Вложение 𝜑 : Δs 0 −→ Δg

переводит сингулярный элемент Ψ
(𝜈)
s в Ψ

(𝜇)
g . Применяя обратный морфизм

𝜑−1 к произведению
(︁∏︀

𝛽∈Δ+
s
(1− 𝑒−𝛽)

)︁−1
𝜑
(︁
Ψ

(𝜈)
s

)︁
, мы получаем характер мо

дуля 𝐿𝜈
s ,

𝜑−1

(︃
1∏︀

𝛽∈Δ+
s
(1− 𝑒−𝛽)

𝜑
(︁
Ψ

(𝜈)
s

)︁)︃
=

1∏︀
𝛽∈Δ+

s0
(1− 𝑒−𝛽)

Ψ
(𝜈)
s = ch (𝐿𝜈

s ) . (4.4)
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Наша задача состоит в том, чтобы доказать, что сингулярный элемент Ψ
(𝜇)
g

содержит элемент Ψ
(𝜉)
s для модуля 𝐿𝜉

s, однозначно определяемого модулем 𝐿
𝜇
g

и что коэффициенты ветвления 𝑏
(𝜇)
𝜈 в правой части равенства (4.3) совпадают

с кратностями 𝑚
(𝜉)
𝜁 соответствующих весов в 𝒩 𝜉

s .

Для неприводимого модуля старшего веса 𝐿𝜇
g сингулярный элементΨ

(𝜇)
g –

это элемент ℰ , соответствующий сдвинутой орбите группы Вейля веса (𝜇+ 𝜌) ∈

𝑃+, со знаковой функцией 𝜖 (𝑤). Удобно использовать также не сдвинутые

сингулярные элементы

Φ(𝜇) := Ψ(𝜇)𝑒𝜌. (4.5)

В этих обозначениях соотношение (4.3) имеет вид

𝑒𝜌g−𝜌a∏︀
𝛽∈Δ+

s
(1− 𝑒−𝛽)

Φ
(𝜇)
g =

∑︁
𝜈∈𝑃+

a

𝑏(𝜇)𝜈 Φ
(𝜈)
a . (4.6)

Орбита, связанная с Φ
(𝜇)
g , полностью определяется набором ребер {𝜆𝑖}𝑖=1,...,𝑟

построенным из конца вектора старшего веса 𝜇 + 𝜌. Для 𝜇 =
∑︀
𝑚𝑖𝜔𝑖 эти

ребра равны

𝜆𝑖 = − (𝑚𝑖 + 1)𝛼𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟. (4.7)

Каждая формальная экспонента 𝑒𝜇+𝜌+𝜆𝑖 in Φ
(𝜇)
g снабжена знаковым коэффи

циентом 𝜖 = (−). Можно определить Φ
(𝜇)
g следующим свойством. Рассмотрим

любую пару ребер 𝜆𝑖, 𝜆𝑗 и соответствующие веса 𝜇+𝜌, 𝜇+𝜌+𝜆𝑖 и 𝜇+𝜌+𝜆𝑗.

Применим отражение 𝑠𝛼𝑖
(или 𝑠𝛼𝑗

),

𝑠𝛼𝑖
∘

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(𝜇+ 𝜌)

(𝜇+ 𝜌+ 𝜆𝑖)

(𝜇+ 𝜌+ 𝜆𝑗)

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(𝜇+ 𝜌+ 𝜆𝑖)

(𝜇+ 𝜌)

(𝜇+ 𝜌+ 𝜆𝑖 − (𝑚𝑗 + 1)𝑠𝛼𝑖
∘ 𝛼𝑗)

(4.8)

Свойство 1. Ребро 𝜆𝑖,𝑗 сингулярного элемента Φ
(𝜇)
g , начинающееся в весе

(𝜇+ 𝜌+ 𝜆𝑖) и направленное вдоль корня −𝑠𝛼𝑖
∘ 𝛼𝑗 имеет такую же длину,

выраженную в длинах корня (𝑠𝛼𝑖
∘𝛼𝑗), как и 𝜆𝑗 в длинах 𝛼𝑗. (Это же верно

для ребра 𝜆𝑗,𝑖, его длина в единицах (𝑠𝛼𝑗
∘𝛼𝑖) равна длине 𝜆𝑖 в единицах 𝛼𝑖.)
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В Φ
(𝜇)
g элементы 𝑒(𝜇+𝜌+𝜆𝑖−(𝑚𝑗+1)𝑠𝛼𝑖∘𝛼𝑗) и 𝑒(𝜇+𝜌+𝜆𝑗−(𝑚𝑖+1)𝑠𝛼𝑗∘𝛼𝑖) имеют знако

вый коэффициент 𝜖 = (+).

Вспомним, что только три типа сплинтов инъективны и имеют естествен

ную связь с ветвлениями. Ниже мы приводим часть таблицы сплинтов из

работы [106], соответствующую инъективным сплинтам:

тип Δ Δa Δs

(i) 𝐺2 𝐴2 𝐴2

𝐹4 𝐷4 𝐷4

(ii) 𝐵𝑟(𝑟 ≥ 2) 𝐷𝑟 ⊕𝑟𝐴1

(*) 𝐶𝑟(𝑟 ≥ 3) 𝐷𝑟 ⊕𝑟𝐴1

(iii) 𝐴𝑟(𝑟 ≥ 2) 𝐴𝑟−1 ⊕ 𝑢 (1) ⊕𝑟𝐴1

𝐵2 𝐴1 ⊕ 𝑢 (1) 𝐴2

(4.9)

Каждая строка в таблице соответствует сплинту (Δa,Δs) корневой систе

мы Δ. В случае первых двух типов и Δa, и Δs вложены метрически. Стебли

для первого типа эквивалентны, а для второго – нет. В случае третьего типа

сплинтов только корневая система Δa вложена метрически. Слагаемые 𝑢 (1)

добавлены, чтобы совпадали ранги 𝑟a = 𝑟. Такая добавка не меняет основных

свойств ветвления, но позволяет использовать кратности весов s-модулей без

последующей проекции весов.

Второй инъективный сплинт типа (ii), отмеченный звездочкой в таблице

(4.9), не порождает дополнительного s-модуля и ветвление в этом случае

связано со сплинтом более сложным образом. Мы не рассматриваем здесь

этот случай.

Сплинт индуцирует разложение множества 𝑆 = 𝑆c∪𝑆d, где 𝑆c = 𝑆∩𝑆a и

𝑆d = 𝑆 ∩𝑆s. Легко проверить, что для любого инъективного сплинта подмно

жество 𝑆d не пусто. Следовательно, в множестве {𝜆𝑖}𝑖=1,...,𝑟 всегда найдется

простые корни 𝛽𝑘 ∈ Δs и орбита, соответствующая Φ
(𝜇)
g будет содержать реб
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ра

𝜆𝑘 = − (𝑚𝑘 + 1) 𝛽𝑘, (4.10)

построенные из веса 𝜇+ 𝜌. Так как Δa – корневая система и для любой пары

простых корней из 𝑆c выполнено свойство 1, элемент Φ
(𝜇)
g является сингуляр

ным элементом для набора a-модулей. Рассмотрим корень 𝛽𝑙 ∈ Δs, кообраз

которого вΔs0 простой. В разделе 4.4 мы показываем, что для каждого такого

𝛽𝑙 существует корень 𝛼𝑙 ∈ 𝑆c, такой, что 𝛽𝑙 = 𝛼𝑙+𝛽𝑘. Легко видеть, что в этом

случае соответствующее ребро пересекает гиперплоскость, ограничивающую

главную камеру Вейля 𝐶a и ортогональную к корню 𝛼𝑙,

𝑠𝛼𝑙
(𝜇+ 𝜌− 𝑝𝛽𝑙) = 𝑠𝛼𝑙

(𝜇+ 𝜌)− 𝑝𝑠𝛼𝑙
𝛽𝑙 = 𝜇+ 𝜌− 𝑝𝛽𝑙, (4.11)

𝜇+ 𝜌− 𝑠𝛼𝑙
(𝜇+ 𝜌) = (𝑚𝑙 + 1)𝛼𝑙 = (𝑚𝑙 + 1) 𝛽𝑙 − (𝑚𝑙 + 1) 𝛽𝑘 = 𝑝𝛽𝑙 − 𝑝𝑠𝛼𝑙

𝛽𝑙.

(4.12)

Следовательно, 𝑝 = (𝑚𝑙 + 1) и 𝑠𝛼𝑙
𝛽𝑙 = 𝛽𝑘. Теперь применим оператор 𝑠𝛽𝑘

и

заметим, что ребро, построенное вдоль корня 𝑠𝛽𝑘
𝛼𝑙 из веса 𝑠𝛽𝑘

(𝜇 + 𝜌) то

же равно −𝑝𝑠𝛽𝑘
𝛼𝑙. Значит, для тройки корней 𝛽𝑘, 𝛽𝑙 и 𝑠𝛽𝑘

𝛼𝑙 in Δs ребра

𝜆𝑘 = − (𝑚𝑘 + 1) 𝛽𝑘, 𝜆𝑙 = − (𝑚𝑙 + 1) 𝛽𝑙 и 𝜆𝑘𝑙 = − (𝑚𝑙 + 1) 𝑠𝛽𝑘
𝛼𝑙 удовлетворяют

свойству 1. Эту процедуру можно продолжить далее в двумерном подпро

странстве, заданном корнями 𝛽𝑘 и 𝛽𝑙 и показать, что множество формальных

экспонент, снабженных соответствующими знаковыми множителями, состав

ляет кообраз сингулярного элемента модуля подалгебры в s (ранг этой подал

гебры 𝑟 = 2).

Аналогичное рассуждение можно провести для любого положительного

корня 𝛽𝑙 ∈ Δ, являющегося простым в Δs0 и, соответственно, для любой

подалгебры ранга 𝑟 = 2 в s. То есть чтобы “найти” сингулярный элемент

s-модуля в Φ
(𝜇)
g необходимо сгруппировать с ним дополнительные формаль

ные элементы
{︀
−𝑒𝜇+𝜌−(𝑚𝑙+1)𝛽𝑙|𝛽𝑙 ∈ 𝑆c

}︀
. Эта процедура определяет начальные
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ребра диаграммы 𝜑−1
(︁
Φ̃︀𝜇s)︁. Как следует из процедуры восстановления, стар

ший вес ̃︀𝜇 полностью определяется весом 𝜇, эти веса имеют следующие ин

дексы Дынкина:

𝜇 =
∑︁

𝑚𝑘𝜔𝑘 =⇒ ̃︀𝜇 =
∑︁

𝑚𝑘̃︀𝜔𝑘. (4.13)

Следующим шагом необходимо проверить, что образ 𝜑
(︁
Φ

(�̃�)
s

)︁
содержится в

𝐶a и множество 𝜑
(︁
Φ

(�̃�)
s

)︁
∖ Φ(𝜇)

g

⃒⃒⃒
𝐶a

соответствует весам на границе 𝐶a (вклю

чая подмножество
{︀
−𝑒𝜇+𝜌−(𝑚𝑙+1)𝛽𝑙| 𝛽𝑙 ∈ 𝑆c

}︀
). Предположим, что это условие

выполнено и вернемся к соотношению (4.6). Можно добавить к Φ
(𝜇)
g пары

формальных элементов, построенные выше, с противоположными знаками:

𝜖 (𝑤) |𝑤∈𝑊s
и −𝜖 (𝑤) |𝑤∈𝑊s

. Припишем знаки 𝜖 (𝑤) |𝑤∈𝑊s
элементам, веса кото

рых попадут в главную камеру 𝐶a. К соседним камерам 𝐶
(𝑙)
a относятся те же

элементы, но с противоположным знаком (Эти камеры связаны с главной про

стыми отражениями 𝑠𝛼𝑙
, так что противоположные знаки −𝜖 (𝑤) |𝑤∈𝑊s

здесь

естественны). Можно повторить эту процедуру и получить дополнительные

сингулярные веса в любой камере Вейля
¯

𝐶
(𝑚)
a , причем эти веса будут иметь

знаки, противоположные знакам в соседних камерах. То есть не меняя эле

мент Φ
(𝜇)
g его можно представить в виде суммы

Φ
(𝜇)
g =

∑︁
𝑤∈𝑊a

𝑤 ∘
(︀
𝑒𝜌aΨ̃︀𝜇+𝜌s

)︀
(4.14)

где вес ̃︀𝜇 =
∑︀
𝑚𝑘𝜔

𝑘
s был введен выше. Разложение (4.14) позволяет приме

нить множитель
(︁∏︀

𝛽∈Δ+
s
(1− 𝑒−𝛽)

)︁−1
к каждому слагаемому сингулярного

элемента Φ
(𝜇)
g по отдельности, так как множества весов различных слагае

мых Вейля не пересекаются. Воспользовавшись изоморфизмом 𝜑 мы видим,

что в главной камере Вейля 𝐶a множество весов, порожденное действием(︁∏︀
𝛽∈Δ+

s
(1− 𝑒−𝛽)

)︁−1
изоморфно весовой диаграмме 𝒩 ̃︀𝜇

s модуля 𝐿̃︀𝜇s алгебры

s. Теперь можно ограничить равенство (4.6) на главную камеру Вейля 𝐶a и

получить основной результат этого раздела:
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Свойство 2.

𝑒𝜌g∏︀
𝛽∈Δ+

s
(1− 𝑒−𝛽)

(︀
Ψ̃︀𝜇+𝜌s

)︀
=
∑︁
̃︀𝜈∈𝒩 ̃︀𝜇

s

𝑀 ̃︀𝜇
(s)̃︀𝜈𝑒(𝜇−𝜑(̃︀𝜇−̃︀𝜈)) = ∑︁

𝜈∈𝑃++
a

𝑏(𝜇)𝜈 𝑒𝜈. (4.15)

Любой вес с ненулевой кратностью, входящий в правую часть равенства,

равен одному из старших весов в разложении. Кратность𝑀 ̃︀𝜇
(s)̃︀𝜈 веса ̃︀𝜈 ∈ 𝒩 ̃︀𝜇

s

определяет коэффициент ветвления 𝑏
(𝜇)
𝜈 для старшего веса 𝜈 = (𝜇− 𝜑 (̃︀𝜇− ̃︀𝜈)):

𝑏
(𝜇)
(𝜇−𝜑(̃︀𝜇−̃︀𝜈)) =𝑀 ̃︀𝜇

(s)̃︀𝜈.

4.3. Примеры

Пример 4.1. Рассмотрим алгебру Ли 𝐴2 = sl(3) и ветвление ее неприводимо

го модуля 𝐿
[3,2]
𝐴2

по отношению к редуктивной подалгебре 𝐴1⊕𝑢(1). Корневая

система Δa = Δ𝐴1⊕𝑢(1) содержит простой корень 𝛼1 = 𝑒1 − 𝑒2 алгебры 𝐴2.

Сингулярный элемент Ψ
[3,2]
a раскладывается в сумму образов сингулярных

элементов модулей алгебры 𝐴1⊕𝐴1. Коэффициенты ветвления 𝑏
[3,2]
𝜈 совпада

ют с кратностями весов модуля 𝐿
[3,2]
𝐴1⊕𝐴1

(см. Рисунок. 4.1).

Пример 4.2. Рассмотрим алгебру Ли 𝐵2 = so(5) и редукцию ее неприводи

мого модуля 𝐿[3,2] на модули редуктивной подалгебры 𝐴1 ⊕ 𝑢(1) с корневой

системой, натянутой на первый простой корень 𝛼1 = 𝑒1 − 𝑒2 алгебры 𝐵2.

Сингулярный элемент Ψ
[3,2]
𝐵2

раскладывается в сумму образов сингулярных

элементов модулей 𝐴2 и коэффициенты ветвления совпадают с кратностями

весов в модуле 𝐴2 (см. Рисунок 4.2).

Пример 4.3. Алгебра Ли 𝐺2 содержит регулярную подалгебры 𝐴2 с корне

вой системой Δa = Δ𝐴2
, содержащей длинные корни 𝐺2. Рассмотрим ветв

ление неприводимого модуля 𝐿
(3,2)
𝐺2

на модули подалгебры 𝐴2. Сингулярный
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Рис. 4.1. Орбита группы Вейля (точечный контур), соответствующая сингулярному эле

менту 𝐿
[3,2]
𝐴2

и ее разложение в сумму образов сингулряных элементов модулей 𝐿
[3,2]
𝐴1⊕𝐴1

(пунктирные контуры). Кратности весов модуля 𝐿
[3,2]
𝐴1⊕𝐴1

совпадают с коэффициентами

ветвления для редукции 𝐿
[3,2]
𝐴2↓𝐴1⊕𝑢(1).
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Рис. 4.2. Веса модуля 𝐿[3,2] алгебры 𝐵2 показаны точками на левом рисунке (кратности

подписаны). Контур сингулярного элемента показан коротким пунктиром. На правом ри

сунке представлено разложение сингулярного элемента Ψ𝐵2(𝐿
[3,2]
𝐵2

) в сумму образов сингу

лярных элементов Ψ𝐴2(𝐿
[3,2]) (длинный пунктир). Кратности весов модуля 𝐿

[3,2]
𝐴2

совпадают

с коэффициентами ветвления для редукции 𝐿
[3,2]
𝐵2↓𝐴1⊕𝑢(1).
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элемент Ψ𝐺2
(𝐿[3,2]) раскладывается в сумму образов сингулярных элементов

Ψ𝐴2
(𝐿[3,2]) и коэффициенты ветвления совпадают с кратностями весов модуля

𝐿
[3,2]
𝐴2

(см. Рисунок 4.3).

1-1

-11

1-1

-11

1

-1

-1

1

1-1

-11

1-1

1

1

2

3

1

1 2

1

1

2

2

1

1 1

2

2

2

1

3 1

1

3

1 1

1

2

2

-1

1

1

-1

-1

1

-1

1

1

-1

-1

1

1

-1

-1

1

1

-1

1

-1

-1

1

1

-1

-11

1-1

-11

-10 - 5 0 5 10

-10

- 5

0

5

Рис. 4.3. Орбита группы Вейля (короткий пунктир) для сингулярного элемента Ψ𝐺2(𝐿
[3,2])

и его разложение в сумму образов сингулярных элементов модулей алгебры 𝐴2 (длин

ный пунктир). Кратности весов модуля 𝐿
[3,2]
𝐴2

совпадают с коэффициентами ветвления для

редукции 𝐿
[3,2]
𝐺2↓𝐴2

.

4.4. Сплинты классических алгебр Ли

Покажем, что для инъективного сплинта классической алгебры Ли вы

полняется следующее свойство:

Свойство 3. Пусть Δ ≈ (Δa,Δs) – инъективный сплинт с разложением
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множества простых корней 𝑆 = 𝑆c ∪ 𝑆d, где 𝑆c = 𝑆 ∩ 𝑆a и 𝑆d = 𝑆 ∩ 𝑆s.

Тогда для каждого простого корня 𝛽 ∈ 𝑆s существует пара корней ( 𝛼

,𝛽′), где 𝛼 ∈ 𝑆c, 𝛽
′ ∈ 𝑆s, такая, что 𝛼 = 𝛽 − 𝛽′

� Тип 1. Δ𝐺2
≈ (Δ𝐴2

,Δ𝐴2
).

1

-1-1

11
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Α = Β k
sΑ ë Βl
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Рис. 4.4. Положительные корни 𝐺2 и образование сингулярного элемента Φ
(0)
s в главной

камере Вейля алгебры a = 𝐴2.

Здесь оба стебля метрические и соответствующие корневые системы

эквивалентны. На Рисунке 4.4 показана часть сингулярного элемента

Φ
(0)
𝐺2
. Границы 𝐶a изображены пунктирными линиями, начинающимися

в центре сингулярного элемента. Они содержат ребро 𝜆2 = −𝛼2 = −𝛽2 и

корни −𝛽1 = −𝑠𝛼2
∘𝛽3 и −𝛽3 (𝛽3 показан, как 𝛽𝑙). Для корня 𝛽1 искомая

пара – это (𝛼1, 𝛽2): 𝛼1 = 𝛽1−𝛽2. Ребро 𝜆s2,3 = 𝛽3 равно 𝜆
s
1 = 𝛽1 = 𝑠𝛼2

∘𝛽3 и

s-модуль получает индекс Дынкина𝑚1 и наследует второй индекс𝑚2. В

этом частном случае𝑚1 = 𝑚2 = 0. Общий случай с начальным модулем

𝐿𝜇, где 𝜇 = 𝑚1𝜔1 +𝑚2𝜔2, может быть рассмотрен аналогично: необхо

102



димо найти ребро 𝜆2 = − (𝑚2 + 1) 𝛽2 и положить 𝜆s1 = − (𝑚1 + 1) 𝛽1,

его конец принадлежит границе 𝐶a. Отражение 𝑠𝛽2
переводит 𝛽1 в 𝛽3 и

соответствующее ребро 𝜆s2,3 = − (𝑚1 + 1) 𝛽3 имеет длину (𝑚1 + 1). Те

перь рассмотрим ребра 𝜆s1 (или 𝜆
s
2,3) и 𝜆

s
1,3 (или 𝜆

s
2,3,1), и обнаружим,

что они принадлежат границе 𝐶a и Вейлевская симметрия предсказы

вает, что 𝜆s1,3 = − (𝑚2 + 1) 𝛽3 (𝜆
s
2,3,1 = − (𝑚2 + 1) 𝛽1) . Наконец, ребро

𝜆s1,3,2 = − (𝑚1 + 1) 𝛽2 замыкает многогранник. Его вершины соответ

ствуют весам сингулярного элемента Φ
(̃︀𝜇)
s =

∑︀
𝑤∈𝑊s

𝜀 (𝑤) 𝑒𝑤∘(̃︀𝜇+𝜌s) моду

ля 𝐿
(̃︀𝜇)
s , где ̃︀𝜇 = 𝑚1̃︀𝜔1 + 𝑚2̃︀𝜔2. Заметим, что в этом случае знаковые

множители можно получить прямо в первоначальной весовой системе,

так как стебли метрические.

� Тип 1. Δ𝐹4
≈ (Δ𝐷4

,Δ𝐷4
).

Оба стебля здесь метрические и соответствующие корневые системы

эквивалентны. Система Δ𝐷4
подалгебры a =𝐷4 формируется множе

ством {±𝑒𝑖 ± 𝑒𝑗}|𝑖,𝑗=1,...4, �̸�=𝑗 . Простые корни 𝑆c – это {𝑒2 − 𝑒3, 𝑒3 − 𝑒4}

и 𝑆d =
{︀
𝑒4,

1
2 (𝑒1 − 𝑒2 − 𝑒3 − 𝑒4)

}︀
. Для модуля 𝐿𝜇, где 𝜇 =

∑︀
𝑚𝑘𝜔𝑘

рассмотрим ребро 𝜆3 = − (𝑚3 + 1) 𝑒4 = − (𝑚3 + 1) 𝛽3. Построим ребро

𝜆s2 = − (̃︀𝑚2 + 1) 𝛽2. Искомая пара корней – это (𝛼2 = 𝑒3 − 𝑒4, 𝛽3). Пересе

чение 𝜆s2 с 𝛼2-границей камеры 𝐶a определяет длину 𝜆
s
2 = − (𝑚2 + 1) 𝛽2

и длины ребра 𝜆s3,2 равна длине 𝜆s2. Далее рассмотрим ребро 𝜆s2 =

− (𝑚2 + 1) 𝛽2 и пару (𝛼1 = 𝑒2 − 𝑒3, 𝛽1 = 𝑒2). Длина 𝜆
s
1 становится рав

ной 𝜆s1 = − (𝑚1 + 1) 𝛽1. Продолжаем эту процедуру, пока не замкнем

многогранник. Ребра, направленные вдоль корней типа 𝛼4, 𝛼4 = 𝛽4 =

1
2 (𝑒1 − 𝑒2 − 𝑒3 − 𝑒4), рассматриваются аналогично и, наконец, сингуляр

ный элемент Φ
(̃︀𝜇)
s =

∑︀
𝑤∈𝑊s

𝜀 (𝑤) 𝑒𝑤∘(̃︀𝜇+𝜌s) для модуля 𝐿
(̃︀𝜇)
s , где ̃︀𝜇 =∑︀

𝑚𝑘̃︀𝜔𝑘 возникает в камере 𝐶a.

� Тип 2. Δ𝐵𝑟
≈ (Δ𝐷𝑟

,Δ⊕𝑟𝐴1
).
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Оба стебля метрические. Вложения дается стеблемΔ𝐷𝑟
с простыми кор

нями 𝑆a = {𝑒1 − 𝑒2, 𝑒2 − 𝑒3, . . . , 𝑒𝑟−1 − 𝑒𝑟, 𝑒𝑟−1 + 𝑒𝑟}. Второй стебель со

ответствует прямой сумме алгебр𝐴1 с простыми корнями 𝑆s = {𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑟−1, 𝑒𝑟}.

Рассмотрим ребро 𝜆𝑟 = − (𝑚𝑟 + 1) 𝛽𝑟 (здесь 𝛽𝑟 = 𝑒𝑟) и ребро 𝜆𝑟−1 =

− (̃︀𝑚𝑟−1 + 1) 𝛽𝑟−1, присоединенное к нему (здесь 𝛽𝑟−1 = 𝑒𝑟−1). Соответ

ствующая пара корней – это (𝛼𝑟−1 = 𝑒𝑟−1 − 𝑒𝑟, 𝛽𝑟−1 = 𝑒𝑟−1). Из условия

пересечения определяется второе ребро 𝜆𝑟−1 = − (𝑚𝑟−1 + 1) 𝛽𝑟−1 , оно

ортогонально к 𝛽𝑟, так что противоположное ребро имеет ту же дли

ну. Индекс Дынкина 𝑚𝑟−1 теперь связан также с простым корнем 𝛽𝑟−1.

Далее рассмотрим полученное ребро 𝜆𝑟−1 = − (𝑚𝑟−1 + 1) 𝛽𝑟−1 и 𝜆𝑟−2 =

− (̃︀𝑚𝑟−2 + 1) 𝛽𝑟−2, чтобы определить индекс ̃︀𝑚𝑟−2 = 𝑚𝑟−2 и ребро 𝜆𝑟−2 =

− (𝑚𝑟−2 + 1) 𝛽𝑟−2, и так далее, пока все пары ребер не будут определе

ны. Наконец, в 𝐶𝐷𝑟
элемент Φ

(̃︀𝜇)
⊕𝑟𝐴1

=
∑︀

𝑤∈𝑊⊕𝑟𝐴1
𝜀 (𝑤) 𝑒𝑤∘(̃︀𝜇+ 1

2

∑︀
𝑒𝑘) может

быть построен для модуля 𝐿
(̃︀𝜇)
⊕𝑟𝐴1

, где ̃︀𝜇 =
∑︀
𝑚𝑘

1
2𝑒𝑘.

� Тип 2. Δ𝐶𝑟
≈ (Δ𝐷𝑟

,Δ⊕𝑟𝐴1
).

Ситуация в этом случае эквивалентна предыдущему и дополнительные

ребра строятся аналогично. Однако в данном случае нарушено требова

ние 𝜑
(︁
Φ

(0)
s

)︁
⊂ 𝐶

(0)
a . Множество 𝜑

(︁
Φ

(0)
s

)︁
включает веса из нескольких

соседних камер Вейля 𝐶a. Разложение (4.6) не может быть выполнено

и инъективный сплинт Δ𝐶𝑟
≈ (Δ⊕𝑟𝐴1

,Δ𝐷𝑟
) не приводит к выполнению

свойства (4.15).

� Тип 3 Δ𝐴𝑟
≈ (Δ𝐴𝑟−1⊕𝑢1

,Δ⊕𝑟𝐴1
).

Здесь только первый стебель метрический и он определяет вложение

с простыми корнями 𝑆a = {𝑒1 − 𝑒2, 𝑒2 − 𝑒3, . . . , 𝑒𝑟−1 − 𝑒𝑟}. Второй сте

бель, соответствующий прямой сумме 𝑟 копий алгебры 𝐴1, имеет про

стые корни 𝑆s = {𝑒1 − 𝑒𝑟+1, 𝑒2 − 𝑒𝑟+1, . . . , 𝑒𝑟 − 𝑒𝑟+1}. Рассмотрим ребро
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𝜆𝑟 = − (𝑚𝑟 + 1) 𝛽𝑟 с 𝛽𝑟 = 𝑒𝑟 − 𝑒𝑟+1 и 𝜆𝑟−1 = − (̃︀𝑚𝑟−1 + 1) 𝛽𝑟−1 с 𝛽𝑟−1 =

𝑒𝑟−1 − 𝑒𝑟+1 присоединенным к нему. Тогда соответствующая пара рав

на (𝛼𝑟−1 = 𝑒𝑟−1 − 𝑒𝑟, 𝛽𝑟−1 = 𝑒𝑟−1 − 𝑒𝑟+1). Пересечение с границей 𝐶𝐴𝑟−1
,

ортогональной 𝛼𝑟−1 определяет второе ребро 𝜆𝑟−1 = − (𝑚𝑟−1 + 1) 𝛽𝑟−1.

Индекс Дынкина 𝑚𝑟−1 должен использоваться для фундаментального

веса 𝜔𝑟−1. Отражение 𝑠𝛽𝑟
переводит 𝜆𝑟−1 = − (𝑚𝑟−1 + 1) 𝛽𝑟−1 в 𝜆𝑟,𝑟−1 =

− (𝑚𝑟−1 + 1) 𝛽𝑟−1.Далее рассмотрим полученное ребро edge 𝜆𝑟−1 = − (𝑚𝑟−1 + 1) 𝛽𝑟−1

и 𝜆𝑟−2 = − (̃︀𝑚𝑟−2 + 1) 𝛽𝑟−2 с 𝛽𝑟−2 = 𝑒𝑟−2− 𝑒𝑟+1 , чтобы получить индекс̃︀𝑚𝑟−2 = 𝑚𝑟−2 и ребро 𝜆𝑟−2 = − (𝑚𝑟−2 + 1) 𝛽𝑟−2, и так далее, пока не полу

чим все пары ребер. Наконец, в 𝐶𝐷𝑟
элементΦ

(̃︀𝜇)
⊕𝑟𝐴1

=
∑︀

𝑤∈𝑊⊕𝑟𝐴1
𝜀 (𝑤) 𝑒𝑤∘(̃︀𝜇+̃︀𝜌)

может быть построен для модуля 𝐿
(̃︀𝜇)
⊕𝑟𝐴1

, где ̃︀𝜇 =
∑︀
𝑚𝑘𝛽𝑘. Простейший

случай Δ𝐴2
≈ (Δ𝐴1⊕𝑢1

,Δ𝐴1⊕𝐴1
) показан в примере 4.1 и на Рисунке 4.1.

� Тип 3 Δ𝐵2
≈ (Δ𝐴1

,Δ𝐴2
).

Этот сплинт показан в примере 4.2 и на Рисунке 4.2, 𝑆𝐴_1 = {𝑒1 − 𝑒2},

𝑆𝐴_2 = {𝑒1, 𝑒2}. Ребро 𝜆𝛼2
= 𝜆𝛽2

= − (𝑚2 + 1) 𝛽2 продолжается ребром

𝜆𝛽1
= − (̃︀𝑚1 + 1) 𝛽1. Рассмотрим пару (𝛼1 = 𝑒1 − 𝑒2, 𝛽1 = 𝑒1). Конец реб

ра 𝜆𝛽1
должен указывать вес, инвариантный по отношению к отраже

нию 𝑠𝛼1
. Его длина таким образом фиксирована: 𝜆𝛽1

= − (𝑚1 + 1) 𝛽1

В кообразе второго стебля, то есть в корневой системе Δ𝐴2
, отражение

𝑠𝛽2
переводит 𝜆𝛽1

= − (𝑚1 + 1) 𝛽1 в 𝜆2,3, то есть это ребро имеет ту же

длину в 𝛽3 = 𝑒1 + 𝑒3, и 𝜆2,3 = − (𝑚1 + 1) 𝛽3 с 𝛽3 = 𝑒1 + 𝑒3. Неприво

димый s-модуль имеет старший вес ̃︀𝜇 = 𝑚1̃︀𝜔1 +𝑚2̃︀𝜔2. На Рисунке 4.2

мы видим детали этих соотношений и, в частности, случай, когда 𝐿
[3,2]
𝐵2

редуцируется на подалгебру 𝐴1⊕𝑢 (1) и соответствующие старшие веса

(вместе с их кратностями) образуют диаграмму 𝒩 [3,2]
𝐴2

.
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4.5. Сплинты и соотношения для аффинных алгебр Ли

Как мы показали в предыдущих разделах, сплинты корневых систем

простых алгебр Ли возникают при изучении регулярных вложений редук

тивных подалгебр. Сплинт может использоваться для вывода правил ветвле

ния, его свойства сильно облегчают вычисления коэффициентов ветвления.

В этом разделе мы используем свойства сплинта конечномерной алгебры Ли

для получения новых соотношений на тета-функции и функции ветвления,

связанные с аффинным расширением алгебры.

Веер вложения для аффинных алгебр Ли допускает разложение, анало

гичное разложению веера для простых алгебр Ли, следующему из существова

ния сплинта. Такое разложение приводит к соотношению на тета-функции.

Затем мы рассматриваем градуированное ветвление модуля аффинной ал

гебры Ли на модули конечномерной подалгебры и получаем соотношения на

функции ветвления.

Рассмотрим простую алгебры Ли g с корневой системой Δ. Пусть a1 ⊂ g

– ее редуктивная подалегебра того же ранга, такая, что Δa ≡ Δ1 ⊂ Δ и 𝑄a ⊂

𝑄, где 𝑄 – корневая решетка. Мы хотим рассмотреть аффинное расширение

данной конструкции: g ⊂ ĝ, a ⊂ â, â ⊂ ĝ, Δ̂ ⊂ Δ̂ и ch𝐿�̂�
ĝ =

∑︀
𝜈 𝑏

�̂�
𝜈ch𝐿

𝜈
â. Веса

аффинной алгебры Ли ĝ имеют вид �̂� = (𝜇, 𝑘, 𝑛), где 𝜇 – вес алгебры g, 𝑘 –

уровень представления, а 𝑛 – грейд веса �̂�

Пусть (Δ1,Δ2) – сплинт корневой системыΔ алгебры g, причемΔ1 = Δa

является корневой системой редуктивной подалгебры a. Как было показано

ранее, второй стебель Δs := Δ2 = Δ∖Δa можно переписать в виде произведе

ния
∏︀

𝛽∈Δ+
s

(︀
1− 𝑒−𝛽

)︀
= −

∑︀
𝛾∈𝑃 𝑠(𝛾)𝑒

−𝛾 , которое определяет веер вложения

Γa→˓g [16, 90, 91].

Так как сингулярный элемент модуля 𝐿𝜇 можно переписать в видеΨ
(𝜇)
g =

𝑒−𝜌
∑︀

𝑤∈𝑊a
𝜖 (𝑤)𝑤 ∘

(︀
𝑒𝜌aΨ̃︀𝜇+𝜌s

)︀
, для коэффициентов ветвления имеет место
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равенство [18]:

𝑏
(𝜇)
(𝜇−𝜑(̃︀𝜇−̃︀𝜈)) =𝑀 ̃︀𝜇

(s)̃︀𝜈 (4.16)

Здесь старший вес ̃︀𝜇 однозначно определяется весом 𝜇, так как они оба име

ют одинаковые индексы Дынкина: 𝜇 =
∑︀
𝑚𝑘𝜔𝑘 =⇒ ̃︀𝜇 =

∑︀
𝑚𝑘𝜔(s)𝑘.

То есть коэффициенты ветвления совпадают с кратностями весов в модулях

алгебры s.

Теперь рассмотрим аффинное расширение â ⊂ ĝ. Так как rankg ≤ ranka+

ranks, для знаменателей Вейля мы получаем

∏︁
𝛼∈Δ̂+

1

(1− 𝑒−𝛼)mult(𝛼)
∏︁
𝛽∈Δ̂+

2

(1− 𝑒𝜑∘𝛽)mult(𝛽) =

∏︁
𝛾∈Δ̂+

(1− 𝑒−𝛾)mult(𝛾)
∞∏︁
𝑛=0

(1− 𝑒−𝑛𝛿)ranka+ranks−rankg (4.17)

Введем тета-функции [12]:

Θ
(ĝ)̂︀𝜆=(𝜆,𝑘,0)

(𝜏, 𝑧) =
∑︁

𝜉∈𝑄g+
𝜆
𝑘

𝑒2𝜋𝑖𝑘(
1
2 (𝜉,𝜉)𝜏+(𝜉,𝑧)).

Воспользуемся специализацией [12, 62, 77] и определением 𝜂-функции

Дедекинда 𝜂(𝜏) = 𝑞1/24
∏︀∞

𝑛=1(1 − 𝑞𝑛), где 𝑞 = 𝑒2𝜋𝑖𝜏 , чтобы переписать преды

дущее равенство в виде следующего соотношения на тета-функции:

𝜂(𝜏)dim(a)
∏︁
𝛼∈Δ+

1

Θ
(𝐴1)
𝛼 (𝜏, 𝑧)

𝜂(𝜏)
𝜂(𝜏)dim(s)

∏︁
𝛽∈Δ+

2

Θ
(𝐴1)
𝜑∘𝛽 (𝜏, 𝑧))

𝜂(𝜏)
=

𝜂(𝜏)rank(a)+rank(s)−rank(g)𝜂(𝜏)dim(g)
∏︁
𝛼∈Δ+

Θ
(𝐴1)
𝛼 (𝜏, 𝑧))

𝜂(𝜏)
(4.18)

Здесь 𝑧 ∈ 𝑃≥0 ⊗ C. При помощи тождества Вейля для знаменателей это

равенство можно переписать как нетривиальное соотношение, связывающее
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тета-функции алгебр ĝ, ŝ, â:(︃∑︁
𝑣∈𝑊a

𝜖(𝑣)Θ(â)
𝑣𝜌a

(𝜏, 𝑧)

)︃
·

(︃∑︁
𝑢∈𝑊s

𝜖(𝑢)Θ
(ŝ)
𝜑∘(𝑢𝜌s)(𝜏, 𝑧)

)︃
=

(︃∑︁
𝑤∈𝑊

𝜖(𝑤)Θ(ĝ)
𝑤𝜌g

(𝜏, 𝑧)

)︃
(4.19)

Теперь рассмотрим ветвление модуля алгебры ĝ на модули подалгебры

g. Для формальных характеров верно следующее выражение:

ch𝐿�̂�
ĝ =

∞∑︁
𝑛=0

𝑒−𝑛𝛿
∑︁
𝜈∈𝑃

𝑏(�̂�)𝜈 (𝑛)ch𝐿𝜈
g. (4.20)

Переписывая это уравнения для кратностей весов мы получаем 𝑚
(�̂�)
𝜈=(𝜈,𝑘,𝑛) =∑︀

𝜉∈𝑃 𝑏
(�̂�)
𝜉 (𝑛)𝑚

(𝜉)
𝜈 . Теперь мы можем ввести функции ветвления аналогично

случаю аффинной подалгебры [62, 77]: 𝑏
(�̂�)
𝜈 (𝑞) =

∑︀∞
𝑛=0 𝑏

(�̂�)
𝜈 (𝑛)𝑞𝑛. Эти функции

ветвления связаны с 𝑞-размерностью модуя dim𝑞𝐿
�̂�
ĝ =

∑︀∞
𝑛=0 𝑞

𝑛
∑︀

𝜈∈𝑃 𝑏
(�̂�)
𝜈 (𝑛)dim𝐿𝜈

g =∑︀
𝜈∈𝑃 𝑏

(�̂�)
𝜈 (𝑞)dim𝐿𝜈

g. Известно, что 𝑞-размерность является модулярной функ

цией по отношению к действию некоторой подгруппы Γ ⊂ 𝑆𝐿2(Z) [107], так

что функции ветвления 𝑏
(�̂�)
𝜈 (𝑞) обладают модулярными свойствами.

Для струнных функций модуля 𝐿�̂� верно соотношение

𝜎(�̂�)𝜈 (𝑞) =
∑︁
𝜉∈𝑃

𝑚(𝜉)
𝜈 𝑏

(�̂�)
𝜉 (𝑞). (4.21)

Введем порядок на множестве весов 𝜉 следующим образом: припишем

весу 𝜉 значение его скалярного произведения (𝜌, 𝜉) с вектором Вейля 𝜌 и

упорядочим веса по этим значениям. Тогда соотношение (4.21) можно пере

писать в матричном виде: 𝜎(𝑞) = 𝑀𝑏(𝑞) и обратно, 𝑏(𝑞) = 𝑀−1𝜎(𝑞). Здесь

𝜎(𝑞) и 𝑏(𝑞) – бесконечные векторы струнных функций и функций ветвления.

Матрица 𝑀 содержит кратности весов в g-модулях, аналогично Таблице 1

в работе [108]. Обратная матрица 𝑀−1 содержит рекуррентные соотношения

на кратности весов [71].

Теперь рассмотрим ветвление модулей алгебры ĝ на модули подалгебры

a в предположении существовании сплинта Δ+
g = Δ+

a ∪ 𝜑(Δ+
s ). Разложим
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g-модули в равенстве (4.20) на a-модули используя свойство (4.16):

ch𝐿�̂�
ĝ =

∞∑︁
𝑛=0

𝑒−𝑛𝛿
∑︁
𝜈∈𝑃a

𝑏
(�̂�)
(ĝ↓a)𝜈(𝑛)ch𝐿

𝜈
a =

∞∑︁
𝑛=0

𝑒−𝑛𝛿
∑︁
𝜈∈𝑃

𝑏
(�̂�)
(ĝ↓g)𝜈(𝑛)

∑︁
𝜉∈𝑃a

𝑏
(𝜈)
(g↓a)𝜉ch𝐿

𝜉
a =

=
∞∑︁
𝑛=0

𝑒−𝑛𝛿
∑︁
𝜈∈𝑃

𝑏
(�̂�)
(ĝ↓g)𝜈(𝑛)

∑︁
𝜉∈𝑃a

𝑀 ̃︀𝜈̃︀𝜈−𝜑−1(𝜈−𝜉)ch𝐿
𝜉
a (4.22)

Мы видим, что аналогичное матричное соотношение выполняется для функ

ций ветвления 𝑏(ĝ↓a)(𝑞) =𝑀s 𝑏(ĝ↓g)(𝑞) и мы можем написать 𝜎(𝑞) =𝑀a 𝑏(ĝ↓a)(𝑞).

Так что если мы знаем коэффициенты ветвления для вложения g ⊂ ĝ (см.,

например, книгу [65]) мы сразу получаем (градуированные) функции ветвле

ния для вложения a ⊂ ĝ.

4.6. Заключение

Нами установлена непосредственная связь инъективного сплинта и ветв

лений: доказано, что при условии включения образа 𝜑(Φ
(�̃�)
s ) в 𝐶a кратность

веса вспомогательного модуля определяет коэффициент ветвления 𝑏
(𝜇)
𝜈 . Да

лее мы продемонстрировали, что это свойство сплинта представляет очень

эффективный инструмент для вычисления коэффициентов ветвления. В част

ности, инъективные сплинты дают возможность свести определение правил

ветвления модулей старшего веса к вычислению кратностей весов для модуля

с теми же индексами Дынкина алгебры Ли s. Эта алгебра s не обязательно

является подалгеброй в g , ее ранг 𝑟s = 𝑟 совпадает с рангом g, но сама

она “проще” чем g, так как только подмножество корней корневой системы

включено во второй “стебель” Δs. В этом случае для вычислений коэффици

ентов ветвления можно применять не только общий алгоритм (раздел ), но и

формулу Фрейденталя, позволяющую быстро вычислять кратности весов.

Важно отметить, что для вложений 𝐷𝑟 →˓ 𝐵𝑟 , 𝐷𝑟 →˓ 𝐶𝑟 и 𝐴𝑟−1⊕𝑢 (1) →˓

𝐴𝑟 техника сплинта ведет к появлению правил ветвления Гельфанда-Цейтли
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на: редукция свободна от множественности (все ненулевые коэффициенты

ветвления равны 1). В данном случае это немедленное следствие структуры

второго стебля, который является прямой суммой алгебр 𝐴1, и того факта,

что соответствующий модуль 𝐿𝜇
s неприводим.

Также мы продемонстрировали, что сплинт для аффинных алгебр Ли

ведет к новым соотношениям на тета-функции и функции ветвления для

редукции на модули конечномерных подалгебр, что сильно облегчает вычис

ления.
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Глава 5

Практические приложения

В этой главе мы рассматриваем роль сингулярных элементов модулей

аффинных алгебр Ли в приложениях к задачам конформной теории поля.

Мы используем установленные в главах 2, 3, 4 свойства для эффективных

вычислений.

5.1. Coset-модели и критическое поведение

Алгебраические методы в конформной теории поля позволяют получать

явные уравнения на корреляционные функции (например, уравнения Книж

ника-Замолодчикова (1.68) в ВЗНВ-моделях и их аналоги в coset-моделях

(1.110)). Во многих случаях эти уравнения можно решить аналитически ли

бо численно и получить конкретные значения для физических величин, на

пример, для критических индексов. Таким образом конформная теория поля

является мощным инструментом для описания критического поведения в ре

шеточных моделях.

Однако соответствие между решеточными моделями и конформной тео

рией поля, описывающей их критическое поведение, не так легко установить.

В случае простых моделей (Изинга, Поттса, Ашкина-Теллера и т.д.) и мини

мальных моделей конформной теории поля такое соответствие первоначаль

но устанавливалось путем сравнения центральных зарядов и конформных

размерностей. Но соответствие корреляторов нуждается в строгом доказа

тельстве. Один из инструментов изучения решеточных моделей – эволюция

Шрамма-Левнера – позволяет в некоторых случаях доказать такое соответ

ствие (см. [7, 8, 32, 34–37, 109–112]). Класс моделей конформной теории поля,
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для которых получены такие результаты, в основном ограничивается мини

мальными унитарными моделями.

ЭволюцияШрамма-Левнера – это стохастический процесс, который пред

ложил Oded Schramm [31] для описания скейлингового предела критических

интерфейсов в двумерных статистических решеточных моделях. Этот подход

к критическим системам дал много строгих результатов в теории критиче

ского поведения (см. обзоры [113], [114], [111]). В разделе 5.1.1 мы приводим

необходимые определения.

Вероятностная мера, порожденная эволюцией Шрамма-Левнера на слу

чайных кривых, конформно-инвариантна. Так как конформная теория по

ля представляет собой другой метод для изучения двумерных критических

систем, естественно изучать ее связь с эволюцией Шрамма-Левнера. Такая

связь изучалась, например, в работах [32, 34, 35, 37] (и многих других), но

в основном для минимальных унитарных моделей. Идея состоит в рассмот

рении определенных наблюдаемых в области с разрезом. Эта конструкция

обсуждается в разделе 5.1.2.

Как мы показали в главе 1, более общие модели конформной теории по

ля обладают дополнительными симметриями. Так в моделях Весса-Зумино

Новикова-Виттена и в coset-моделях возникают аффинные алгебры Ли. Что

бы реализовать эти симметрии при изучении эволюции Шрамма-Левнера,

нужно ввести дополнительное случайное блуждание на группе Ли [115], [116].

Такое случайное блуждание определяется в разделе 5.1.3. Соответствие меж

ду мартингалами эволюции Шрамма-Левнера и корреляционными функция

ми в моделях Весса-Зумино-Новикова-Виттена изучалось в работе [117]. Ана

логичное обобщение на Z(𝑁)-парафермионную модель было предложено в

статьях [118, 119].

Мы обобщаем эволюцию Шрамма-Левнера с дополнительным случай

ным блужданием на группе Ли на случай фактор-пространства 𝐺/𝐴 и в изу
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чении связи с coset-конструкцией конформной теории поля. По аналогии со

случаем моделей Весса-Зумино-Новикова-Виттена мы получаем систему ал

гебраических уравнений на оператор смены граничного условия из условия на

мартингал. При помощи coset-конструкции можно реализовать минимальные

и парафермионные модели конформной теории поля (см. [1]). Мы сравнива

ем наши уравнения на оператор смены граничных условий с результатами

работы [118] и видим, что они совпадают. Кроме того, полученные нами зна

чения параметров эволюции Шрамма-Лёвнера согласуются с результатами

для минимальных моделей.

5.1.1. Эволюция Шрамма-Левнера

Рассмотрим модель Изинга на треугольной решетке в верхней полуплос

кости (см. Рисунок 5.1). Наложим следующее граничное условие: потребуем,

чтобы на одной половине границы все спины были направлены вверх, а на

другой половине – вниз. Тогда при любой конфигурации спинов на полуплос

кости будет интерфейс, разделяющий два кластера и соединяющий точку

ноль с бесконечностью (см. Рисунок 5.1).

Рис. 5.1. Интерфейс в модели Изинга на треугольной решетке

Мы можем наложить условие существования части интерфейса конеч

ной длины и рассмотреть конфигурации статистической модели, удовлетво
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ряющие этому условию. Очевидно, такие конфигурации эквивалентны кон

фигурациям модели на области с разрезом вдоль интерфейса.

Теперь рассмотрим непрерывный предел решеточной модели с (частью)

интерфейса конечной длины. Интерфейсы в случайных конфигурациях моде

ли сходятся к случайной кривой. Старая гипотеза [28] о конформной инвари

антности в критической точке была недавно строго доказана для некоторых

решеточных моделей (см. [110], [8]). Мы предполагаем наличие конформной

инвариантности в критической точке и рассматриваем верхнюю полуплос

кость H с разрезом вдоль критического интерфейса 𝛾𝑡. Такую область с раз

резом мы обозначим через H𝑡 = H ∖ 𝛾𝑡. Конформное отображение из H𝑡 в H

обозначим через 𝑔𝑡 : H𝑡 → H (см. Рисунок 5.2).

g
t

a0 at

1

Рис. 5.2. Конформное отображение 𝑔𝑡(𝑧) : H𝑡 → H.

В статье [31] было показано, что 𝑔𝑡(𝑧) удовлетворяет стохастическому

дифференциальному уравнению

𝜕𝑔𝑡(𝑧)

𝜕𝑡
=

2

𝑔𝑡(𝑧)−
√
𝜅𝜉𝑡

, (5.1)

здесь 𝜉𝑡 – Броуновское движение. Динамика конца 𝑧𝑡 критической кривой

𝛾𝑡 (конец следа эволюции Шрамма-Левнера) описывается уравнением 𝑧𝑡 =

𝑔−1𝑡 (
√
𝜅𝜉𝑡).

Стохастический процесс, который удовлетворяет уравнению (5.1) назы

вается эволюцией Шрамма-Левнера на верхней полуплоскости H. Для нас

будет удобнее использовать отображение 𝑤𝑡(𝑧) = 𝑔𝑡(𝑧)−
√
𝜅𝜉𝑡, так что урав
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нение (5.1) переписывается в виде

𝑑𝑤𝑡 =
2𝑑𝑡

𝑤𝑡
−
√
𝜅𝜉𝑡 (5.2)

ЭволюцияШрамма-Левнера порождает конформно-инвариантную вероятност

ную меру на кривых 𝛾𝑡 в H.

5.1.2. Мартингалы эволюции Шрамма-Левнера и корреляционные

функции в конформной теории поля

Теперь рассмотрим наблюдаемые в присутствии следа эволюцииШрамма

Левнера. Математическое ожидание решеточной наблюдаемой 𝒪 на верхней

полуплоскости можно вычислить как сумму ожиданий этой наблюдаемой

в присутствии (конечной части) траектории эволюции Шрамма-Левнера 𝛾𝑡

вплоть до некоторого времени 𝑡, умноженных на вероятность этой траекто

рии:

≺ 𝒪 ≻H= E [≺ 𝒪 ≻𝛾𝑡] =
∑︁
𝛾𝑡

𝑃 [𝐶𝛾𝑡] ≺ 𝒪 ≻𝛾𝑡

Решеточная наблюдаемая ≺ 𝒪 ≻H не зависит от 𝑡, следовательно ≺ 𝒪 ≻𝛾𝑡 –

мартингал.

В непрерывном пределе решеточные наблюдаемые сходятся к корреля

ционным функциям в конформной теории поля [32–34]. Мы должны учесть

изменение граничных условий на конце следа эволюции Шрамма-Левнера и

на бесконечности, так что соотношение имеет вид:

≺ 𝒪 ≻H𝑡
→ ℱ({𝑧𝑖})H𝑡

=

⟨︀
𝒪({𝑧𝑖})𝜑(𝑧𝑡)𝜑†(∞)

⟩︀
H𝑡

⟨𝜑(𝑧𝑡)𝜑†(∞)⟩H𝑡

(5.3)

Мы рассматриваем теорию с границей, так что мы должны использовать

модели граничной конформной теории поля и накладывать соответствующие

граничные условия [45, 46, 120]. В случае верхней полуплоскости корреля

ционные функции в граничной конформной теории поля могут быть пере
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писаны как корреляционные функции для теории на всей плоскости, но с

удвоенным числом полей (см. раздел 1.3).

Мы предполагаем, что ℱ содержит некоторый набор примарных полей

𝜙𝑖 с конформными весами ℎ𝑖. Так как мы рассматриваем граничную кон

формную теорию поля, мы должны добавить объемные поля в сопряженных

точках 𝑧𝑖. Кроме того, у нас есть операторы смены граничного условия 𝜑 на

конце следа эволюции Шрамма-Левнера и на бесконечности. Воспользуемся

конформным отображением 𝑤(𝑧) : H ∖ 𝛾𝑡 → H, чтобы переписать выражение

(5.3) на верхней полуплоскости без разреза:

ℱ({𝑧𝑖})H𝑡
=
∏︁(︂

𝜕𝑤(𝑧𝑖)

𝜕𝑧𝑖

)︂ℎ𝜆𝑖 ∏︁(︂
𝜕�̄�(𝑧𝑖)

𝜕𝑧𝑖

)︂ℎ𝜆*
𝑖

ℱ({𝑤𝑖, �̄�𝑖})H (5.4)

Теперь нам нужно рассмотреть, как преобразуется конец следа эволюции

Шрамма-Левнера 𝛾𝑡 при переходе от времени 𝑡 к 𝑡 + 𝑑𝑡. Первый множитель

в правой части уравнения (5.4) дает нам

−2ℎ𝜆𝑖

𝑤2
𝑖

(︂
𝜕𝑤𝑖

𝜕𝑧𝑖

)︂ℎ𝑖

.

Для преобразования примарных полей 𝜙𝜆𝑖
имеет место равенство

𝑑𝜙𝑖(𝑤𝑖) = 𝒢𝑖𝜙𝑖(𝑤𝑖) =

(︂
2𝑑𝑡

𝑤𝑖
−
√
𝜅𝑑𝜉𝑡

)︂
𝜕𝑤𝑖

𝜙𝑖(𝑤𝑖) (5.5)

Мы обозначим генератор этого преобразования через 𝒢𝑖.

Так как≺ 𝒪 ≻𝛾𝑡 – мартингал, математическое ожидание его приращения

при эволюции от 𝑡 к 𝑡+ 𝑑𝑡 равняется нулю

E [≺ 𝒪 ≻𝛾𝑡] = E
[︀
≺ 𝒪 ≻𝛾𝑡+𝑑𝑡

]︀
, 𝑑E [≺ 𝒪 ≻𝛾𝑡] = 0 (5.6)

Используем исчисление Ито и получим выражение для дифференциала ℱ :

𝑑ℱH𝑡
=

(︃
2𝑁∏︁
𝑖=1

(︂
𝜕𝑤𝑖

𝜕𝑧𝑖

)︂ℎ𝑖

)︃(︃
−

2𝑁∑︁
𝑖=1

2ℎ𝑖𝑑𝑡

𝑤2
𝑖

+

[︃
2𝑁∑︁
𝑖=1

𝒢𝑖 +
1

2

∑︁
𝑖,𝑗

𝒢𝑖𝒢𝑗

]︃)︃
ℱH = 0 (5.7)
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Подставим формулу (5.5) и получим уравнение(︃∑︁
𝑖

[︂
−2ℎ𝑖
𝑤2

𝑖

+
2

𝑤𝑖
𝜕𝑤𝑖

]︂
+
𝜅

2

∑︁
𝑖,𝑗

𝜕𝑤𝑖
𝜕𝑤𝑗

)︃
ℱ({𝑧𝑖}) = 0 (5.8)

Для корреляционных функций вторичных полей 𝐿−𝑛𝜑 имеет место урав

нение

⟨(𝐿−𝑛𝜑)(𝑧)𝜙1 . . . 𝜙𝑁⟩ = ℒ−𝑛 ⟨𝜑𝜙1 . . . 𝜙𝑁⟩ , (5.9)

где 𝑛 ≥ 1 и

ℒ−𝑛 =
𝑁∑︁
𝑖=1

(︂
(𝑛− 1)ℎ𝑖
(𝑤𝑖 − 𝑧)𝑛

− 1

(𝑤𝑖 − 𝑧)𝑛−1
𝜕𝑤𝑖

)︂
(См. [1]). То есть мы можем переписать дифференциальное уравнение (5.8)

как алгебраическое уравнение на поле 𝜑, соответствующее оператору смены

граничных условий:⟨(︁
[𝐿−2 −

𝜅

2
𝐿2
−1]𝜑

)︁
(0) 𝜙1 . . . 𝜙2𝑁

⟩
= 0. (5.10)

В случае минимальных моделей набор примарных полей конечен и все состо

яния можно получить через соответствие между полями и состояниями [29],

[1]. Равенство (5.10) верно для произвольной наблюдаемой𝒪 и для произволь

ных примарных поле 𝜙𝑖, так что 𝜓 = [𝐿−2 − 𝜅
2𝐿

2
−1]𝜑 – нулевое поле уровня

два и 𝜓(0) |0⟩ – нулевое состояние уровня два. В минимальных унитарных

моделях существует только два примарных поля, порождающих модули Вер

ма алгебры Вирасоро с нулевыми состояниями на уровне два. Это поля 𝜑1,2

и 𝜑2,1, так что 𝜑 ∼ 𝜑1,2 или 𝜑2,1.

5.1.3. Модели Весса-Зумино-Новикова-Виттена и эволюция

Шрамма-Левнера

Чтобы обобщить анализ предыдущего раздела 5.1.2 на не-минимальные

модели мы должны принять во внимание дополнительные симметрии. Моде
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ли Весса-Зумино-Новикова-Виттена обладают симметрией Каца-Муди в до

полнение к конформной инвариантности, приводящей к появлению алгебры

Вирасоро. Мы описали ВЗНВ-модели в разделе 1.4.

Рассмотрим эволюцию Шрамма-Левнера в ВЗНВ-моделях. Подобно ми

нимальным моделям мы рассматриваем наблюдаемые

ℱ({𝑧𝑖})H𝑡
=

⟨︀
𝜑Λ(𝑧𝑡)𝜙𝜆1

(𝑧1) . . . 𝜙𝜆𝑛
(𝑧𝑛)𝜙𝜆*

1
(𝑧1) . . . 𝜙𝜆*

𝑛
(𝑧𝑛)𝜑Λ*(∞)

⟩︀
⟨𝜑Λ(𝑧𝑡)𝜑Λ*(∞)⟩

,

где примарные объемные поля нумеруются весами 𝜆𝑖.

Мы опять используем конформное отображение 𝑤(𝑧) : H∖𝛾𝑡 → H чтобы

переписать формулу для наблюдаемых на всей верхней полуплоскости.

ℱ({𝑧𝑖})H𝑡
=
∏︁(︂

𝜕𝑤(𝑧𝑖)

𝜕𝑧𝑖

)︂ℎ𝜆𝑖 ∏︁(︂
𝜕�̄�(𝑧𝑖)

𝜕𝑧𝑖

)︂ℎ𝜆*
𝑖

ℱ({𝑤𝑖, �̄�𝑖})H (5.11)

В результате эволюции от 𝑡 к 𝑡+𝑑𝑡 первый множитель дает нам−2ℎ𝜆𝑖

𝑤2
𝑖

(︁
𝜕𝑤𝑖

𝜕𝑧𝑖

)︁ℎ𝜆𝑖

.

При рассмотрении полей нам нужно добавить случайное калибровочное

преобразование (случайное блуждание в𝐺) к стохастическому процессу [115],

[117]. Для полей мы имеем

𝑑𝜙𝜆𝑖
(𝑤𝑖) = 𝒢𝑖𝜙𝜆𝑖

(𝑤𝑖),

так что в генераторе преобразования поля появляется дополнительный член

𝒢𝑖 =
(︂
2𝑑𝑡

𝑤𝑖
−
√
𝜅𝑑𝜉𝑡

)︂
𝜕𝑤𝑖

+

√
𝜏

𝑤𝑖

dimg∑︁
𝑎=1

(𝑑𝜃𝑎𝑡𝑎𝑖 ) (5.12)

Здесь 𝑑𝜃𝑎 – генераторы dimg–мерного Броуновского движения, с E[𝑑𝜃𝑎𝑑𝜃𝑏] =

𝛿𝑎𝑏𝑑𝑡. Мы предполагаем, что 𝑡𝑎 – это базис в g, ортогональный по отношению

к форме Киллинга 𝒦, 𝒦(𝑡𝑎, 𝑡𝑏) = 𝛿𝑎𝑏.

Воспользуемся формулой (5.7) и получим следующее уравнение из усло

вий для мартингала:(︃
−2ℒ−2 +

1

2
𝜅ℒ2
−1 +

1

2
𝜏
∑︁
𝑎

𝒥 𝑎
−1𝒥 𝑎

−1

)︃
ℱ({𝑤𝑖, �̄�𝑖})H = 0, (5.13)

118



где

ℒ−𝑛 =
∑︁
𝑖

(︂
(𝑛− 1)ℎ𝜆𝑖

(𝑤𝑖 − 𝑧)𝑛
− 1

(𝑤𝑖 − 𝑧)𝑛−1
𝜕𝑤𝑖

)︂
; 𝒥 𝑎

−𝑛 = −
∑︁
𝑖

𝑡𝑎𝑖
(𝑤𝑖 − 𝑧)𝑛

Мы снова перепишем уравнение в виде алгебраического соотношения на поле,

соответствующее оператору смены граничного условия. Теперь

|𝜓⟩ =

(︃
−2𝐿−2 +

1

2
𝜅𝐿2
−1 +

1

2
𝜏
∑︁
𝑎

𝐽𝑎
−1𝐽

𝑎
−1

)︃
|𝜑Λ⟩ (5.14)

является нулевым состоянием уровня два. Из того, что корреляторы примар

ных полей с полем 𝜓 равны нулю следует, что состояние |𝜓⟩ содержится в

инвариантном подмодуле модуля Верма аффинной алгебры ĝ, порожденно

го действием операторов 𝐽𝑎
𝑛 на состояние 𝜑Λ, отвечающее старшему весу Λ.

Таким образом, условие мартингала относительно эволюции Шрамма-Левне

ра эквивалентно тому, что некоторый вектор не принадлежит неприводимо

му модулю аффинной алгебры, а содержится в максимальном инвариантном

подмодуле модуля Верма. Как видно, например, из конструкции БГГ-резоль

венты (см. главу 3), инвариантные подмодули в модуле Верма тесно связаны

со структурой сингулярного элемента неприводимого модуля.

Если на состояние |𝜓⟩ подействовать повышающими операторами, мы

должны получить ноль.

𝐿1 |𝜓⟩ = 0 (5.15)

𝐿2 |𝜓⟩ = 0 (5.16)

В силу конструкции Сугавары (1.59) 𝐿𝑛 = 1
2(𝑘+ℎ∨)

∑︀
𝑎

∑︀
𝑚 : 𝐽𝑎

𝑚𝐽
𝑎
𝑛−𝑚 : это

условие может быть выполнено только если 𝐽𝑎
𝑛 |𝜓⟩ = 0

𝐽𝑎
1 |𝜓⟩ = 0 (5.17)

𝐽𝑎
2 |𝜓⟩ = 0. (5.18)
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Эти уравнения можно переписать как алгебраические соотношения, связыва

ющие параметры случайного блуждания 𝜅, 𝜏 с уровнем 𝑘 представления аф

финной алгебры Ли, если воспользоваться коммутационными соотношениями

(1.57), (1.56). Полный анализ таких алгебраических соотношений проведен в

работе [117].

Мы продемонстрируем другой подход к анализу соотношения (5.14). С

точки зрения конечномерной подалгебры g ⊂ ĝ все три слагаемых, действую

щих на состояние |𝜑Λ⟩ в формуле (5.14), являются квадратичными оператора

ми Казимира (пропорциональны
∑︀

𝑎 𝐽
𝑎𝐽𝑎). Поэтому состояние |𝜓⟩ отвечает

весу Λ− 2𝛿.

Из этого следует необходимое условие на уровень и старший вес Λ: вектор

веса Λ − 2𝛿 должен содержаться в модуле Верма 𝑉 𝜇
ĝ , старший вес которого

𝜇 = 𝑤(Λ+𝜌)−𝜌 является сингулярным для неприводимого модуля 𝐿Λ
ĝ . То есть

должны существовать неотрицательные числа 𝑎0, . . . , 𝑎𝑟 ∈ Z+ (𝑟 = rank(g))

такие, что

Λ− 2𝛿 = 𝜇−
𝑟∑︁

𝑘=0

𝑎𝑘𝛼𝑘. (5.19)

Рассмотрим сингулярные веса с минимальным грейдом, которые могут вхо

дить в правую часть уравнения (5.19). Во-первых, это сингулярные веса в

нулевом грейде, которые совпадают с сингулярными весами неприводимого

модуля 𝐿Λ конечномерной алгебры g. Так как 𝛼0 = 𝛿 − 𝜃 получаем в этом

случае, что 𝑎0 = 2 и Λ − 𝜇 = 2𝜃 −
∑︀𝑟

𝑘=1 𝑎𝑘𝛼𝑘, 𝑎𝑘 ≥ 0. В случае алгебры

g = su(2) имеем Λ = 𝑙𝜔1, 𝜃 = 2𝜔1, 𝜌 = 𝜔1, 𝜇 = −(𝑙 + 2)𝜔1 и 2𝑙 + 2 = 4− 2𝑎1.

То есть 𝑎1 = 0 и 𝑙 = 1, а поле 𝜑Λ имеет спин 1
2 . В случае алгебры g = su(𝑁)

аналогичное рассуждение выполняется для каждого из индексов Дынкина,

отличных от нуля. То есть равенство (5.19) может выполняться только если

каждый из индексов Дынкина не более единицы.

Вспомним, что группа Вейля аффинной алгебры Ли ĝ представляет
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собой полупрямое произведение группы Вейля конечномерной алгебры g и

группы трансляций 𝑇 = {𝑡𝛼𝑘
}, порожденной простыми корнями 𝛼1, . . . , 𝛼𝑟.

Так как 𝑡𝛼𝜆 = 𝜆 + 2(𝜆,𝛿)
(𝛼,𝛼)𝛼 −

(︁
(𝛼,𝛼)
2 (𝜆, 𝛿) + (𝜆, 𝛼)

)︁
𝛿, в случае длинного корня

𝛼 : (𝛼, 𝛼) = 2 при 𝑘 > 2 и (𝛼, 𝜆) ̸= 0 условие (5.19) не может выполняться

для 𝜇 = 𝑡𝛼𝑤(Λ+𝜌)−𝜌, 𝑤 ∈ 𝑊g просто в силу того, что грейд в правой части

меньше −2.

Таким образом условие (5.19), характеризующее структуру сингулярного

элемента представления аффинной алгебры Ли ĝ, исключает из рассмотрение

большое количество примарных полей 𝜑Λ. Вместе с тем это условие несколько

слабее, чем необходимые условия, полученные в разделе 2 работы [117].

5.1.4. Coset-модели и эволюция Шрамма-Левнера

Теперь мы обобщим анализ соответствия между эволюцией Шрамма

Левнера и конформной теорией поля на случай coset-моделей [15]. Такие

модели задаются алгеброй Ли g и ее подалгеброй a. Воспользуемся обозначе

ниями, введенными в разделе 1.5.

Как мы упоминали в главе 1, 𝐺/𝐴-coset модель конформной теории поля

может быть реализована как ВЗНВ-модель (с калибровочной группой𝐺), вза

имодействующая с чисто калибровочными полями, с калибровочной группой

𝐴 ⊂ 𝐺 [80, 121]. Как было показано в главе 1, действие записывается через по

ля 𝑔 : C→ 𝐺 и 𝐴,𝐴 : C→ a (1.107). Здесь a – алгебра Ли, соответствующая

группе Ли 𝐴.

Если мы фиксируем 𝐴-калибровку, у нас останется 𝐺/𝐴 калибровочная

инвариантность. Значит мы должны добавить случайные калибровочные пре

образования к эволюции Шрамма-Левнера, аналогично случаю ВЗНВ-моде

лей из предыдущего раздела (См. также [115]). Обозначим через 𝑡𝑎𝑖 (𝑡
𝑏
𝑖) гене

раторы представления алгебры g (соответственно, представления a), соответ
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ствующего примарному полю 𝜙𝑖.

Рассмотрим эволюцию следа SLE 𝛾𝑡 с момента 𝑡 до 𝑡+𝑑𝑡. Первый сомно

житель в правой части уравнения (5.11) дает нам

−2ℎ𝑖
𝑤2

𝑖

(︂
𝜕𝑤𝑖

𝜕𝑧𝑖

)︂ℎ𝑖

.

Напомним, что через 𝒢𝑖 мы обозначили генераторы инфинитезимальных пре

образований примарных 𝜙𝑖:𝑑𝜙𝑖(𝑤𝑖) = 𝒢𝑖𝜙𝑖(𝑤𝑖). Нормируем дополнительное

(dim g)-мерное Броуновское движение следующим образом: E
[︀
𝑑𝜃𝑎 𝑑𝜃𝑏

]︀
= 𝒦(𝑡𝑎, 𝑡𝑏)𝑑𝑡.

Тогда генератор преобразования поля равен

𝒢𝑖 =
(︂
2𝑑𝑡

𝑤𝑖
−
√
𝜅𝑑𝜉𝑡

)︂
𝜕𝑤𝑖

+

√
𝜏

𝑤𝑖

⎛⎝ ∑︁
𝑎:𝒦(𝑡𝑎,𝑡𝑏)=0

(𝑑𝜃𝑎𝑡𝑎𝑖 )

⎞⎠ . (5.20)

То есть мы фиксировали 𝐴-калибровку, разрешив случайное блуждание толь

ко в направлении, ортогональном подалгебре a.

Формула Ито дает нам выражение для дифференциала ℱ , который рав

няется нулю в силу условия мартингала:

𝑑ℱH𝑡
=

(︃
2𝑁∏︁
𝑖=1

(︂
𝜕𝑤𝑖

𝜕𝑧𝑖

)︂ℎ𝑖

)︃(︃
−

2𝑁∑︁
𝑖=1

2ℎ𝑖𝑑𝑡

𝑤2
𝑖

+

[︃
2𝑁∑︁
𝑖=1

𝒢𝑖 +
1

2

∑︁
𝑖,𝑗

𝒢𝑖𝒢𝑗

]︃)︃
ℱH

= 0 (5.21)

Подставляя определение (5.20), мы получаем(︃
−2ℒ−2 +

1

2
𝜅ℒ2
−1 +

𝜏

2

(︃∑︁
𝑎

𝒥 𝑎
−1𝒥 𝑎

−1 −
∑︁
𝑏

𝒥 𝑏
−1𝒥 𝑏

−1

)︃)︃
ℱH = 0, (5.22)

где

ℒ−𝑛 =
∑︁
𝑖

(︂
(𝑛− 1)ℎ𝑖
(𝑤𝑖 − 𝑧)𝑛

− 𝜕𝑤𝑖

(𝑤𝑖 − 𝑧)𝑛−1

)︂
,

𝒥 𝑎
−𝑛 = −

∑︁
𝑖

𝑡𝑎𝑖
(𝑤𝑖 − 𝑧)𝑛

; 𝒥 𝑏
−𝑛 = −

∑︁
𝑖

𝑡𝑏𝑖
(𝑤𝑖 − 𝑧)𝑛

.
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Это равенство эквивалентно следующему алгебраическому условию на гра

ничное состояние 𝜑(0) |0⟩:

⟨0 |𝜑(∞)𝜙1(𝑤1) . . . 𝜙2𝑁(𝑤2𝑁)(︃
−2𝐿−2 +

1

2
𝜅𝐿2
−1 +

1

2
𝜏

(︃
dim g∑︁
𝑎=1

𝐽𝑎
−1𝐽

𝑎
−1 −

dim a∑︁
𝑏=1

𝐽 𝑏
−1𝐽

𝑏
−1

)︃)︃
𝜑(0)|0⟩ = 0. (5.23)

Так как набор {𝜑𝑖} состоит из произвольных примарных полей, мы заключа

ем, что

|𝜓 >=

(︃
−2𝐿−2 +

1

2
𝜅𝐿2
−1 +

1

2
𝜏

(︃
dim g∑︁
𝑎=1

𝐽𝑎
−1𝐽

𝑎
−1 −

dim a∑︁
𝑏=1

𝐽 𝑏
−1𝐽

𝑏
−1

)︃)︃
· 𝜑(0)|0 >

(5.24)

является нулевым состоянием. Теперь мы можем подействовать на 𝜓 повыша

ющими операторами и получить уравнения на 𝜅, 𝜏 . Так как в coset-моделях

коммутационные соотношения полной киральной алгебры даются выражени

ем (1.106), для нас более удобно действовать операторами 𝐿g
2 и
(︀
𝐿g
1

)︀2
. Приме

нение оператора 𝐿g
2 дает

𝐿g
2𝜓 =

(︂
−8𝐿0 − 𝑐+ 3𝜅𝐿0 +

1

2
𝜏(𝑘 dim g− 𝑥𝑒𝑘 dim a)

)︂
𝜙(𝜇,𝜈) = 0

Здесь мы воспользовались тем, что 𝐿0𝜙(𝜇,𝜈) = ℎ(𝜇,𝜈)𝜙(𝜇,𝜈), с конформным ве

сом ℎ(𝜇,𝜈) =
(︁
(𝜇,𝜇+2𝜌)
2(𝑘+ℎ∨

g )
− (𝜈,𝜈+2𝜌a)

2(𝑘𝑥𝑒+ℎ∨
a )

)︁
, а центральный заряд равен 𝑐 = 𝑘 dim g

𝑘+ℎ∨
g
−

𝑥𝑒𝑘 dim a
𝑥𝑒𝑘+ℎ∨

a
. В результате получаем соотношение на 𝜅, 𝜏 :

(3𝜅− 8)ℎ(𝜇,𝜈) − 𝑐+ 𝜏(𝑘 dim g− 𝑥𝑒𝑘 dim a) = 0. (5.25)

Второе уравнение получается в результате действия 𝐿g
1:

− 12ℎ(𝜇,𝜈) + 2𝜅ℎ(𝜇,𝜈)(2ℎ(𝜇,𝜈) + 1) + 𝜏(𝐶𝜇 − 𝐶𝜈) = 0, (5.26)
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здесь 𝐶𝜇 = (𝜇, 𝜇 + 2𝜌) и 𝐶𝜈 = (𝜈, 𝜈 + 2𝜌a) – это собственные значения квад

ратичных операторов Казимира
∑︀

𝑎 𝑡
𝑎𝑡𝑎 и

∑︀
𝑏 𝑡

𝑏𝑡𝑏 алгебр Ли g и a. Равенства

(1.106),(5.26) представляют собой необходимые условия того, чтобы корреля

ционные функции в coset-модели конформной теории поля являлись мартин

галами по отношению к эволюции Шрамма-Левнера.

Из уравнения (1.106),(5.26) мы сразу получаем значения 𝜅, 𝜏 для каждой

пары весов (𝜇, 𝜈) алгебр g и a.

Примеры

Рассмотрим простой пример.Пусть𝐺 = 𝑆𝑈(2) и𝐴 = 𝑈(1), соответствую

щая алгебра Ли g = su(2) имеет генераторы 𝐽1, 𝐽2, 𝐽3, а a = u(1) – генератор

𝐽3, a ⊂ g. Заметим, что 𝒦(𝐽𝑎, 𝐽 𝑏) = 2𝛿𝑎𝑏. Как известно, 𝑠𝑢(2)𝑁
�̂�(1)𝑁

-coset модель

эквивалентна 𝑍𝑁 -парафермионам [1]. Примарные поля нумеруются парами

весов (𝜇, 𝜈), которые мы будем задавать индексами Дынкина (𝑘, 𝑙).

Уравнение (5.24) теперь имеет вид

𝜓 =

(︂
−2𝐿−2 +

1

2
𝜅𝐿2
−1 +

1

2
𝜏
(︀
𝐽1
−1𝐽

1
−1 + 𝐽2

−1𝐽
2
−1
)︀)︂

𝜑(𝜇,𝜈) (5.27)

Если перейти к базису 𝐽+ = 𝐽1+𝑖𝐽2
√
2
, 𝐽− = 𝐽1−𝑖𝐽2

√
2
, это уравнение будет перепи

сано в виде

𝜓 =
(︁
−2𝐿−2 +

𝜅

2
𝐿2
−1 +

𝜏

2

[︀
𝐽+
−1𝐽

−
−1 + 𝐽−−1𝐽

+
−1
]︀)︁
𝜑(𝜇,𝜈), (5.28)

аналогичном уравнениям для парафермионных полей, выведенным в статье

[118].

В данном примере центральный заряд равен

𝑐 =
3𝑁

𝑁 + 2
− 1 =

2𝑁 − 2

𝑁 + 2
, (5.29)

а конформный вес примарного поля с весами, заданными индексами Дынкина

(𝑘, 𝑙), равен ℎ(𝑘,𝑙) =
𝑘(𝑘+2)
4(𝑁+2) −

𝑙2

4𝑁 .
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Случай 𝑁 = 2, 𝑐 = 1
2 соответствует модели Изинга. В этом случае у

нас есть два нетривиальных примарных поля с конформными весами ℎ(2,0) =

1/2, ℎ(1,1) = 1/16. Подставляя поле 𝜙(2,0) в выражения (1.106,5.26) мы получа

ем уравнения: 3𝜅−9+4𝜏 = 0; −3+𝜅+4𝜏 = 0 с решением 𝜅 = 3, 𝜏 = 0. Для

поля 𝜙(1,1) получаются соотношения 3𝜅− 16 + 64𝜏 = 0, −64 + 9𝜅+ 64𝜏 = 0

и значения параметров 𝜅 = 16/3, 𝜏 = 0. То есть в случае модели Изинга нет

необходимости в дополнительном случайном блуждании, а значения пара

метра эволюции Шрамма-Лёвнера 𝜅 совпадают с известными результатами

[122].

При 𝑁 = 3 центральный заряд парафермионной модели равен 𝑐 = 4
5 .

Конформные веса принимают значения ℎ(0,0) = 0, ℎ(0,2) = ℎ(0,−2) =
2
3 mod 1,

ℎ(2,0) = 2
5 , ℎ(2,2) = ℎ(2,−2) = 1

15 . Соответствующие значения параметров 𝜅, 𝜏

равны: (20825 ,
242
225), (

10
3 , 0), (

80
19 ,

14
171). Как было указано в работе [118], поле 𝜙(2,0)

с конформным весом ℎ(2,0) =
2
5 образует 𝑍3-синглет, так что дополнительное

случайное блуждание не возникает и 𝜏 = 0. Вид уравнения (5.23) аналогичен

полученному в работе [118] для парафермионов, но нормировка параметра 𝜏

отличается.

Легко видеть, что для реализации минимальных унитарных моделей в ви

де 𝑠𝑢(2)𝑁⊕𝑠𝑢(2)1
𝑠𝑢(2)𝑁+1

-coset моделей с центральными зарядами 𝑐 = 3𝑁
𝑁+2+1− 3(𝑁+1)

𝑁+3 =

1− 6
(𝑁+2)(𝑁+3) система уравнения (1.106,5.26) всегда совместна при 𝜏 = 0 и мы

получаем стандартную для минимальных моделей связь между параметром

эволюции Шрамма-Левнера 𝜅 и центральным зарядом 𝑐 = (6−𝜅)(3𝜅−8)
2𝜅 .

5.1.5. Coset-модели и интегрируемые деформации конформной

теории поля

Связь между ВЗНВ-моделями и эволюцией Шрамма-Левнера с допол

нительным броуновским движением на групповом многообразии была уста
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новлена в работе [115]. Авторы этой работы поставили задачу установления

связи между параметрами эволюции Шрамма-Лёвнера для мартингалов в

ВЗНВ, coset и минимальных моделях конформной теории поля. Мы восполь

зовались методом, предложенным в работе [117] чтобы получить необходимые

условия на мартингалы. Этот метод позволил нам сравнить наши результаты

с результатами для парафермионов из работ [118, 119].

Реализация минимальных моделей посредством coset-конструкции по

лезна при рассмотрении теории, возмущенной внешним магнитным полем

[123–125]. Эта модель подтверждается экспериментальными данными недав

ней работы [126]. Соотношения между корреляционными функциями в coset

модели и наблюдаемыми эволюции Шрамма-Лёвнера могут выступить стар

товой точкой в изучении доменных стенок в решеточных моделях вдали от

критической точки.

Массивные возмущения 𝐺/𝐴-coset модели могут быть реализованы как

аффинная теория поля Тоды. Они классифицируются простыми корнями ал

гебры Ли g. Действие аффинной теории Тоды можно получить добавлением

возмущающего члена в действие (1.107):

𝑆pert = 𝑆𝐺/𝐴(𝑔, 𝐴,𝐴)−
𝑘𝜆

2𝜋

∫
𝒦(𝑔𝑇, 𝑔−1𝑇 ), (5.30)

где 𝑇, 𝑇 ∈ g – специальным образом выбранные элементы алгебры Ли [127–

129]. Такое возмущение ведет к вставке некоторого примарного поля во все

корреляторы [125]. Недавно было показано, что массивная эволюцияШрамма

Лёвнера вне критической точки содержит дополнительный член в движущем

броуновском движении, который соответствует сносу [130, 131]. Необходимо

проверить, что взаимодействие возмущающего примарного поля с 𝜏 -членом

уравнения (5.22) приводит к такому же вкладу, что и введение массивного

сноса в эволюцию Шрамма-Лёвнера. Кроме того, требуется сравнить мас

сивные возмущения coset-моделей с результатами численного изучения до
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менных стенок в модели Изинга, возмущенной случайным гауссовым полем

[132].

5.2. Вычислительные методы для теории представлений

аффинных алгебр Ли

В данном разделе мы описываем вычислительный пакет Affine.m, раз

работанный нами на основе идей и методов, изложенных в главах 2, 3. Этот

пакет для популярной системы компьютерной алгебры Mathematica может

использоваться для вычислений в теории представлений конечномерных и

аффинных алгебр Ли. Реализованные в пакете алгоритмы основываются на

свойствах весов и симметрии Вейля. Основные проблемы, которые может

решать данный пакет – это вычисление кратностей весов в неприводимых

модулях и модулях Верма, построение правил ветвления и функций ветвле

ния, а также разложение тензорных произведений. Такие задачи важны с

точки зрения физических приложений (см. главы 1,5.1) и в данной главе мы

приводим дополнительные примеры.

Вычислительные методы в теории представлений имеют долгую историю

[133], существует большое количество программ и пакетов для вычислений,

связанных с алгебрами Ли [134], [135], [136, 137], [138], [139].

Большинство популярных программ [134], [135], [138], [137] создано для

изучения теории представлений простых конечномерных алгебр Ли. Здесь

основные вычислительные задачи это:

1. Построение корневой системы, определяющей свойства алгебры Ли, в

том числе коммутационные соотношения.

2. Перечисление элементов группы Вейля, необходимое ввиду симметрии

корневой системы и характеров представлений относительно группы
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Вейля.

3. Вычисление кратностей весов, коэффициентов ветвления и слияния

Существуют различные алгоритмы для решения этих задач [140], [141], [133],

[142]. Третья задача наиболее сложна с точки зрения вычислений. Существу

ет два рекуррентных алгоритма, основывающихся на формуле Вейля для

характеров и формуле Фрейденталя для кратностей. В данном разделе мы

их опишем.

Бесконечномерные алгебры Ли гораздо сложнее исследовать и число име

ющихся программ гораздо меньше. Однако структура аффинных алгебр Ли

позволяет адаптировать к ним вычислительные алгоритмы, предложенные

для конечномерных алгебр Ли [139], [143], [65]. В книге [65], изданной в 1990

году, приведены таблицы кратностей весов неприводимых представлений и

другие вычисленные характеристики аффинных алгебр и их модулей. Однако

нам на данный момент не известны пакеты для популярных систем компью

терной алгебры, которые можно было бы использовать для воспроизведения

и расширения этих результатов.

Необходимые сведения из теории представлений приведены в разделе

1.4. Здесь мы начинаем с описания структур данных пакетаAffine.m, исполь

зующихся для описания различных объектов теории представлений (раздел

5.2.1), обсуждаем алгоритмы (раздел 5.2.2) и приводим примеры (раздел 5.3).

5.2.1. Структуры данных

Хотя Mathematica – нетипизированный язык программирования, в нем

можно создавать структурированные объекты и проверять их типы исполь

зуя сопоставление с шаблоном (pattern matching) [144], [145].
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Веса

Веса представляются двумя структурами данных: finiteWeight для конечно

мерных алгебр Ли и affineWeight для аффинных алгебр Ли.

Внутренняя структура веса конечномерной алгебры Ли представляет со

бой List с заголовком finiteWeight, его компоненты – это координаты веса в ортого

нальном базисе выбранном согласно Бурбаки [67]. Аффинный вес представ

ляет собой расширение конечномерного веса с добавлением уровня и грейда.

В пакете Affine.m содержится набор функций для работы с весами ко

нечномерных и аффинных алгебр Ли. Полный список доступен во встроенной

справке пакета. Важнейшие из них – это определение операций сложения,

умножения на число и скалярного произведения (билинейной формы) для ве

сов. В результате можно использовать традиционные обозначения при работе

с Affine.m:

w=makeFiniteWeight [ { 1 , 0 , 3 } ] ;

v=makeFiniteWeight [ { 3 , 2 , 1 } ] ;

2*w+v==makeFiniteWeight [ { 5 , 2 , 7 } ]

w . v==6

Использование ортогонального базиса во внутренней структуре весов

позволяет нам работать с весами без полного задания корневой системы. Это

полезно при изучении редукции на подалгебры, так как корни подалгебры

можно задать вручную, путем указания их координат в ортогональном бази

се.

Корневые системы

Чтобы задать конечномерную или аффинную алгебру достаточно опре

делить ее корневую систему. Корневые системы представляются двумя струк

турами данных finiteRootSystem и affineRootSystem. Вторая структура является расши

рением первой. Мы предлагаем несколько конструкторов для этих структур
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данных. Во-первых, можно определить простое корни явно, например, при

изучении вложения 𝐵2 ⊂ 𝐵4 можно использовать определение

b2b4=makeFiniteRootSystem [ { {1 ,−1 ,0 ,0} , {0 ,1 ,0 ,0} } ]

Для корневых систем простых конечномерных алгебр Ли есть специальные

конструкторы:

b2=makeSimpleRootSystem [ B , 2 ]

В графическом интерфейсе Mathematica можно использовать традиционные

математические обозначения для простых алгебр Ли:

𝐵2 == makeFiniteRootSystem [ { {1 , −1}, {0 , 1} } ]

Нескрученные аффинные корневые системы могут быть созданы как аф

финные расширения корневых систем конечномерных алгебр Ли, например:

b2affine = makeAffineExtension [ b2 ]

В графическом интерфейсе это же определение можно ввести просто как �̂�2.

Полупростые алгебры Ли представляют собой прямые суммы простых:

𝐴1 ⊕𝐴1 == finiteRootSystem [ 2 , 2 , {finiteWeight [ 2 , {1 , 0 } ] , finiteWeight [ 2 , {0 , 1 } ] } ]

Предикат rootSystemQ проверяет, является ли объект корневой системой ко

нечномерной или аффинной алгебры Ли.

Список простых корней – это определяющее свойство корневой системы,

поэтому он доступен как rs[simpleRoots].

В пакете реализовано несколько функций для основных характеристик

корневой системы. Вектор Вейля дается функцией rho[rs_?rootSystemQ]:

In [ 1 ] = rho [ b2 ]

Out [ 1 ] = finiteWeight [ 2 , {3/2 , 1/2} ]

Положительные корни строятся функцией positiveRoots[rs_?rootSystemQ]. Для аффин

ной алгебры Ли эта и аналогичные функции возвращают список до некоторо

го фиксированного грейда. Это максимальное значение грейда задается как

свойство rs[gradeLimit] и по умолчанию равняется 10. Список корней (вплоть до

грейда gradeLimit) строится функцией roots[rs]. Матрица Картана и фундаменталь

ные веса вычисляются функциями cartanMatrix и fundamentalWeights соответственно.
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Вес алгебры Ли можно задать его индексами Дынкина

weight [ b2 ] [ 1 , 2 ] == makeFiniteWeight [ { 2 , 1} ]

Функция dynkinLabels[rs_?rootSystemQ][wg_?weightQ] возвращает индексы Дынкина веса wg по

отношению к корневой системе rs.

Элементы группы Вейля задаются номерами элементарных отражение,

так что элемент 𝑤 = 𝑠1𝑠2𝑠1 группы Вейля алгебры Ли 𝐵2 строится вызовом

функции weylGroupElement[b2][1,2,1]. После этого его можно применить к весам:

w = weylGroupElement [ b2 ] [ 1 , 2 , 1 ] ;

w @ makeFiniteWeight [ { 1 , 0 } ] == makeFiniteWeight [{−1 ,0}]

Вычисление лексикографически минимальной формы [142, 146] для эле

ментов группы Вейля можно реализовать при помощи шаблонов вMathematica.

В работе [147] представлены правила подстановки на языке Mathematica для

такого вычисления в случае простых конечномерных и аффинных алгебр Ли.

Наше представление для элементов группы Вейля совместимо с кодом [147]:

In [ 1 ] = <<A3reduce ;

reduce [ s [ 1 , 2 , 1 , 2 , 1 , 3 , 2 , 1 , 1 ] ]

Out [ 1 ] = s [ 2 , 3 , 2 ]

In [ 2 ] = ( weylGroupElement [𝐴3 ] @@ reduce [ s [ 1 , 2 , 1 , 2 , 1 , 3 , 2 , 1 , 1 ] ] ) @ weight [𝐴3 ][−1 ,−2 ,−1]

Out [ 2 ] = finiteWeight [ 4 , {−2, 2 , 1 , −1}]

In [ 3 ] = dynkinLabels [𝐴3 ] [ Out [ 2 ] ]

Out [ 3 ] = {−4, 1 , 2}

Формальные элементы

Формальные элементы представляются специальной структурой данных

formalElement. Эта структура данных представляет собой хэш-таблицу, реализо

ванную через механизм DownValues. Ключами в таблице выступают веса, стоящие

в экспонентах формального элемента, а значениями – соответствующие крат

ности. Вызов makeFormalElement[{𝛾1, . . . , 𝛾𝑛},{𝑚1, . . . ,𝑚𝑛}] создает структуру данных, пред

ставляющую элемент
∑︀𝑛

𝑖=1𝑚𝑖𝑒
𝛾𝑖 формальной алгебры ℰ . Операции в алгебре
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ℰ реализованы для структуры formalElement: формальные элементы можно скла

дывать, умножать на число или экспоненту веса. Кроме того, есть умножение

формальных элементов, но нет операции деления.

In [ 1 ] = makeFormalElement [ { makeFiniteWeight [ { 1 , 1 } ] , makeFiniteWeight [ { 0 , 0 } ] } , { 1 , 2 } ] *

(2 * Exp [ makeFiniteWeight [ { 1 , 0 } ] ] *

makeFormalElement [ { makeFiniteWeight [ { 1 , 1 } ] , makeFiniteWeight [ { 0 , 0 } ] } , { 1 , 2 } ] ) ;

In [ 2 ] = In [ 1 ] [ weights ]

Out [ 2 ] = {finiteWeight [ 2 , {1 , 0 } ] , finiteWeight [ 2 , {2 , 1 } ] , finiteWeight [ 2 , {3 , 2} ]}

In [ 3 ] = In [ 1 ] [ multiplicities ]

Out [ 3 ] = {8 , 8 , 2}

Модули

Affine.m можно использовать для изучения различных видов модулей,

например, модулей Верма, неприводимых модулей и параболических модулей

Верма. Для представления произвольного модуля используется структура

данных module. Свойства модуля можно вывести из набора его сингулярных ве

сов используя формулы Вейля для характеров (1.49),(1.58),(1.95),(1.94). Мно

жество сингулярных весов может обладать вейлевой симметрией. Это может

быть симметрия по отношению к действию группы Вейля алгебры𝑊g или по

отношению к действию группы Вейля некоторой подалгебры𝑊a, как в случае

параболических модулей Верма. В этом случае можно ограничиться изучени

ем главной камеры Вейля 𝐶a. Чтобы воспользоваться такой симметрией об

щий конструктор для структуры данных module принимает несколько парамет

ров makeModule[rs_?rootSystemQ][singWeights_formalElement,subs_?rootSystemQ|emptyRootSystem[],limit:10. Здесь rs

– корневая система алгебры Ли g,singWeights – набор сингулярных весов, subs –

корневая система, соответствующая группе Вейля 𝑊a, являющейся группой

(анти-)симметрии множества сингулярных весов. Параметр limit ограничивает

вычисления в случае бесконечномерных модулей, таких, как модули Верма и

параболические модули Верма. Существует несколько специализированных

конструкторов для различных типов модулей старшего веса:

132



vm=makeVermaModule [𝐵2 ] [ { 2 , 1 } ] ;

pm=makeParabolicVermaModule [𝐵2 ] [ weight [𝐵2 ] [ 2 , 1 ] , { 1 } ] ;

im=makeIrreducibleModule [𝐵2 ] [ 2 , 1 ] ;

GraphicsRow [ textPlot/@{im , vm , pm } ]
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Как мы уже отмечали, свойства модулей определяются его сингулярным

элементом. Функция singularElement[m_module] возвращает сингулярный элемент мо

дуля в виде структуры данных formalElement. Характер (вплоть до предела limit

для (параболических) модулей Верма) вычисляется функцией character[m_module].

Прямая сумма модулей является модулем и мы используем естественные обо

значения

im1=makeIrreducibleModule [𝐵2 ] [ weight [𝐵2 ] [ 2 , 1 ] ] ;

im2=makeIrreducibleModule [𝐵2 ] [ weight [𝐵2 ] [ 1 , 2 ] ] ;

textPlot [ im1⊕ im2 ]
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Тензорное произведение модулей тоже реализовано, но только для мо

дулей конечномерных алгебр Ли. Это связано с тем, что тензорные произве

дения модулей аффинных алгебр Ли приводят к возникновению различных

дополнительных структур [148–150], изучение которых пока лежит за преде

лами наших интересов.
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textPlot [ makeIrreducibleModule [𝐴1 ] [ 5 ]⊗ makeIrreducibleModule [𝐴1 ] [ 3 ] ] ;
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5.2.2. Основные алгоритмы

В пакете Affine.m реализованы следующие основные алгоритмы:

� алгоритм построения элементов группы Вейля,

� алгоритм построения корневой системы,

� алгоритм вычисления кратностей весов в неприводимых модулях, осно

вывающийся на формуле Фрейденталя (1.96),

� алгоритм вычисления кратностей весов в произвольных модулях, осно

вывающийся на рекуррентной формуле (1.97),

� алгоритм вычисления коэффициентов ветвления путем полного постро

ения модулей, входящих в разложение, по формуле Фрейденталя,

� алгоритм рекуррентного вычисления коэффициентов ветвления (См.

Теорему 2 и раздел 5.4)

Отметим, что существует два рекуррентных соотношения (1.97), (1.96),

которые можно использовать для вычисления кратностей весов в неприводи

мых модулях. Мы реализовали два алгоритма вычисления кратностей весов,

так как каждый из них имеет свои достоинства и недостатки. Оба алгоритма

состоят из следующих шагов:
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1. Построение списка весов в главной камере Вейля путем вычитания всех

возможных комбинаций простых корней их старшего веса (например,

для конечномерной алгебры вычитаем корень 𝛼1 из старшего веса 𝜇 до

тех пор, пока остаемся внутри 𝐶, затем вычитаем корень 𝛼2 из всех

весов полученных на перво шаге и так далее).

2. Сортировка списка весов по значению их скалярного произведения с

вектором Вейля.

3. Рекуррентное вычисление кратностей по формуле. Если вес, необходи

мый для вычислений оказывается вне главной камеры Вейля, то исполь

зуется симметрия относительно группы Вейля.

Различие в производительности алгоритмов происходит от количества преды

дущих значений, требующихся для вычисления кратности веса. В случае ре

куррентного соотношения, основанного на формуле Вейля (1.96) это количе

ство постоянно и равно числу элементов в группе Вейля (если мы находимся

далеко от внешнего контура диаграммы представления). При использовании

формулы Фрейдентала (1.97) требуемое число предыдущих значений растет с

расстоянием от внешнего контура диаграммы представления. Поэтому фор

мула Фрейденталя работает быстрее, если вес близок к границе или ранг

алгебры и размер группы Вейля велик [140]. Заметим, что формула Фрейден

таля работает только для неприводимых модулей и не подходит для изучения

(обобщенных) модулей Верма.

Мы осуществили тестирование производительности наших реализаций

алгоритмов, основанных на формуле Фрейденталя и формуле (1.97) и полу

чили результаты, представленные на Рисунке 5.3. Там показана зависимость

времени вычислений от числа весов в модуле.

Аналогично, коэффициенты ветвления могут быть вычислены с помо

щью рекуррентного алгоритма (см. раздел 5.4) или путем полного построе
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Рис. 5.3. Время работы алгоритмов, основанных на формуле Фрейденталя (1.97) (пунктир)

и рекуррентном соотношении (1.96) (сплошная линия) в зависимости от количества весов

в 𝐶 для вычисления кратностей в представлениях алгебры 𝐵2.

ния характеров по формуле Фрейденталя. Мы сравнили производительность

этих двух подходов в разделе 2.3.

5.3. Примеры вычислений

В этом разделе мы приводим примеры вычислений, проведенных с ис

пользованием Affine.m и код, который для этого потребовался.

5.3.1. Разложение тензорных произведений модулей

конечномерных алгебр Ли на неприводимые

Вычисление коэффициентов слияния для разложения тензорного про

изведения модулей старшего веса в прямую сумму неприводимых модулей

важно для различных приложений в физике. Например, мы можем рассмат

ривать спин составной системы, такой как атом. Другой интересный пример

– это интегрируемые спиновые цепочки, состоящие из 𝑁 частиц со спинами,

живущими в некотором представлении 𝐿 алгебры Ли g, с g-инвариантным га

мильтонианом 𝐻, описывающим спин-спиновое взаимодействие ближайших

соседей. Чтобы решить такую систему, то есть найти собственные состояния
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гамильтониана, мы должны разложить 𝐿⊗𝑁 в прямую сумму неприводимых

g-модулей меньшей размерности и диагонализовывать гамильтониан на этих

модулях.

Для фундаментальных представлений простых алгебр Ли иногда можно

написать аналитический ответ, описывающий зависимость коэффициентов

разложения от 𝑁 (См. работу [151]). Наш код позволяет получать числен

ные ответы, которые можно использовать для проверки этих аналитических

результатов.

Рассмотрим тензорную степень
(︀
𝐿[1,0]

)︀⊗4
первого фундаментального пред

ставления алгебры 𝐵2. Коэффициенты разложения тензорной степени на

неприводимые модули – это коэффициенты ветвления модуля алгебры 𝐵2 ⊕

𝐵2⊕𝐵2⊕𝐵2 на диагональную подалгебру 𝐵2 ⊂ 𝐵2⊕𝐵2⊕𝐵2⊕𝐵2. Следующий

код осуществляет необходимые вычисления:

fm = makeIrreducibleModule [𝐵2 ] [ 1 , 0 ] ;

tp = (( fm⊗ ] fm )⊗ fm )⊗ ] fm ;

subs = makeFiniteRootSystem [

{1/4*{1 , −1, 1 , −1, 1 , −1, 1 , −1},

1/4*{0 , 1 , 0 , 1 , 0 , 1 , 0 , 1 } } ] ;

bc = branching [ tp , subs ] ;

{bc [#] , dynkinLabels [ subs ] [# ] } & /@ bc [ weights ]

Он выдает в результате следующий набор старших весов и коэффициентов

разложения:

{{1 , {4 , 0}} , {3 , {2 , 2}} , {0 , {3 , 0}} ,

{2 , {0 , 4}} , {3 , {1 , 2}} , {6 , {2 , 0}} ,

{6 , {0 , 2}} , {1 , {1 , 0}} , {3 , {0 , 0}}} ]

Возвращаясь к проблеме диагонализации гамильтониана спиновой це

почке, мы можем заметить, что вместо диагонализации оператора в простран

стве размерности 625 мы можем диагонализовывать операторы в простран

ствах размерностей 55, 81, 30, 35, 35, 14, 10, 5, 1.
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5.3.2. Ветвления и параболические модули Верма

Мы иллюстрируем обобщенную резольвенту Бернштейна-Гельфанда-Гель

фанда (см. главу 3) диаграммами параболических модулей Верма алгебры

𝐺2, возникающих в разложении неприводимого модуля 𝐿
[1,1]
𝐺2

:

ch (𝐿𝜇) =
∑︁
𝑢∈𝑈

𝑒𝜇̃︀a(𝑢)𝜖(𝑢)ch𝑀𝜇a⊥(𝑢)

𝐼 . (5.31)

Характер 𝐿[1,1] представлен на Рисунке 5.4, характеры обобщенных модулей

Верма в разложении (5.31) показаны на Рисунке 5.5. Характеры в верхнем

ряду входят в формулу (5.31) со знаком плюс, в нижнем – со знаком минус.
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Рис. 5.4. Характер неприводимого модуля 𝐿[1,1] алгебры 𝐺2

5.3.3. Струнные функции аффинных алгебр Ли и модели

конформной теории поля

Струнные функции можно использовать для описания формальных ха

рактеров представлений старшего веса аффинных алгебр Ли. Эти функции

обладают интересными аналитическими и модулярными свойствами [12, 62,

77].
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Рис. 5.5. Характеры обобщенных модулей Верма алгебры 𝐺2, входящие в разложение

характера 𝐿[1,1]. Параболические модули Верма в верхнем ряду входят в разложение со

знаком плюс, в нижнем – со знаком минус.

Affine.m позволяет вычислять степенное разложение для струнных функ

ций. Рассмотрим аффинную алгебру Ли ^𝑠𝑙(3) = 𝐴2 и ее модуль старшего веса

𝐿(1,0,0). Чтобы получить струнные функции используем следующий код:

stringFunctions [𝐴2 , { 1 , 1 , 2} ]

{{0 , 0 , 4} ,

2𝑞 + 10𝑞2 + 40𝑞3 + 133𝑞4 + 398𝑞5 + 1084𝑞6 + 2760𝑞7 + 6632𝑞8 + 15214𝑞9 + 33508𝑞10 } ,

{{0 , 3 , 1} ,

2𝑞 + 12𝑞2 + 49𝑞3 + 166𝑞4 + 494𝑞5 + 1340𝑞6 + 3387𝑞7 + 8086𝑞8 + 18415𝑞9 + 40302𝑞10 } ,

{{1 , 1 , 2} ,

1 + 6𝑞 + 27𝑞2 + 96𝑞3 + 298𝑞4 + 836𝑞5 + 2173𝑞6 + 5310𝑞7 + 12341𝑞8 + 27486𝑞9 + 59029𝑞10 } ,

{{2 , 2 , 0} ,

1 + 8𝑞 + 35𝑞2 + 124𝑞3 + 379𝑞4 + 1052𝑞5 + 2700𝑞6 + 6536𝑞7 + 15047𝑞8 + 33248𝑞9 + 70877𝑞10 } ,

{{3 , 0 , 1} ,

2 + 12𝑞 + 49𝑞2 + 166𝑞3 + 494𝑞4 + 1340𝑞5 + 3387𝑞6 + 8086𝑞7 + 18415𝑞8 + 40302𝑞9 + 85226𝑞10}

Аналогично для аффинной алгебры Ли �̂�2 получаем

stringFunctions [ �̂�2 , { 1 , 1 , 0} ]

{{2 , 0 , 0} ,
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1 + 8𝑞 + 37𝑞2 + 138𝑞3 + 431𝑞4 + 1227𝑞5 + 3208𝑞6 + 7901𝑞7 } ,

{{0 , 0 , 1} ,

3𝑞 + 18𝑞2 + 73𝑞3 + 247𝑞4 + 736𝑞5 + 2000𝑞6 + 5070𝑞7 } ,

{{1 , 1 , 0} ,

1 + 7𝑞 + 32𝑞2 + 117𝑞3 + 370𝑞4 + 1055𝑞5 + 2780𝑞6 + 6880𝑞7 } ,

{{0 , 2 , 0} ,

3𝑞 + 15𝑞2 + 63𝑞3 + 210𝑞4 + 633𝑞5 + 1725𝑞6 + 4407𝑞7}

5.3.4. Функции ветвления и coset-модели конформной теории поля

Считается, что рациональные модели конформной теории поля могут

быть получены как 𝐺/𝐴 coset-модели, соответствующие вложениям a ⊂ g.

Эти модели можно реализовать как калибровочные теории [81, 87] (см. раздел

1.5).

Функции ветвления для вложения a ⊂ g являются статсуммами для

моделей конформной теории поля на торе (см. [1]).

В качестве первого примера мы демонстрируем вычисление функций

ветвления для вложения 𝐴1 → �̂�2 до десятого грейда:

branchingFunctions [ �̂�2 , makeAffineExtension [ makeFiniteRootSystem [ { {1 , 1 } } ] ] , {1 , 1 , 1} ]

{{3 , 0} ,

2 + 14𝑞 + 52𝑞2 + 154𝑞3 + 410𝑞4 + 994𝑞5 + 2248𝑞6 + 4832𝑞7 + 9934𝑞8 + 19680𝑞9 + 37802𝑞10 } ,

{{2 , 1} ,

4 + 20𝑞 + 72𝑞2 + 220𝑞3 + 584𝑞4 + 1424𝑞5 + 3248𝑞6 + 7012𝑞7 + 14488𝑞8 + 28844𝑞9 + 55616𝑞10 } ,

{{0 , 3} ,

4𝑞 + 20𝑞2 + 68𝑞3 + 200𝑞4 + 516𝑞5 + 1224𝑞6 + 2736𝑞7 + 5808𝑞8 + 11820𝑞9 + 23236𝑞10 } ,

{{1 , 2} ,

2 + 14𝑞 + 54𝑞2 + 168𝑞3 + 462𝑞4 + 1148𝑞5 + 2656𝑞6 + 5812𝑞7 + 12130𝑞8 + 24358𝑞9 + 47328𝑞10}

Второй пример – это вычисление функций ветвления для регулярного

вложения �̂�2 ⊂ 𝐶3:

sub=makeAffineExtension [ parabolicSubalgebra [𝐶3 ] [ 2 , 3 ] ] ;

branchingFunctions [𝐶3 , sub , {2 , 0 , 0 , 0} ]

{{0 , 1 , 0} ,

2𝑞 − 20𝑞3 + 24𝑞4 + 82𝑞5 − 320𝑞6 + 108𝑞7 } ,

{{1 , 0 , 0} ,

1− 𝑞 − 8𝑞2 + 19𝑞3 + 16𝑞4 − 156𝑞5 + 205𝑞6 + 640𝑞7 } ,

{{0 , 0 , 1} ,

𝑞 − 5𝑞3 + 7𝑞5}
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5.4. Заключение

В данной главе мы исследовали классификацию операторов изменения

граничных условий в моделях Весса-Зумино-Новикова-Виттена, соответству

ющих стохастическим моделям с эволюцией Шрамма-Левнера с дополнитель

ным блужданием на группе Ли 𝐺. Мы показали, что условие для мартин

гала, определяющее классификацию операторов изменения граничных усло

вий, задает ограничения на структуру сингулярных элементов представлений

аффинной алгебры Ли, порожденных граничными состояниями. Изучение

структуры сингулярных элементов существенно упрощает поиск операторов

смены граничных условий, так как отсекается большое количество лишних

вариантов.

Кроме того, мы обобщили эволюцию Шрамма-Левнера путем введения

дополнительного случайного блуждания на факторпространстве 𝐺/𝐴. На

блюдаемые такого стохастического процесса описываются корреляторами в

coset-моделях конформной теории поля.

Мы показали, что наше обобщение эволюции Шрамма-Левнера путем

добавления случайного блуждания на факторпространстве 𝐺/𝐴 совместно с

coset-реализацией минимальных моделей конформной теории поля.

Кроме того, в этой главе мы представили пакет Affine.m для вычис

лений в теории представлений конечномерных и аффинных алгебр Ли. Он

может использоваться для изучения групп Вейля, корневых систем, непри

водимых модулей, модулей Верма и параболических модулей Верма конечно

мерных и аффинных алгебр Ли. Кроме того, мы обсудили основные идеи в

реализации пакета Affine.m.

Также мы представили примеры вычислений с применением нашего па

кета, полезных для различных физических и математических проблем.
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Заключение

В данной диссертации были решены следующие задачи, возникающие в

конформной теории поля и при изучении критических явлений.

Во-первых, мы рассмотрели проблему разложения модуля аффинной ал

гебры Ли в прямую сумму модулей редуктивной подалгебры. Данная задача

возникает в конформной теории поля при построении модулярно-инвариант

ных статсумм в ВЗНВ-моделях методом конформных вложений и статсумм

в coset-моделях рациональной конформной теории поля. Мы показали, что

техника веера вложения может использоваться для работы с произвольными

редуктивными подалгебрами, как максимальными, так и не максимальными.

Использование данной техники и разложение сингулярного элемента позво

лили нам вывести рекуррентные соотношения на коэффициенты ветвления,

которые можно решать последовательно. Эти соотношения позволяют эффек

тивно вычислять коэффициенты ветвления, что было продемонстрировано на

различных примерах.

Во-вторых мы исследовали связь ветвления и обобщенной резольвенты

Бернштейна-Гельфанда-Гельфанда. Мы показали, что действие веера вложе

ния на компоненты разложения сингулярного элемента порождает обобщен

ные модули Верма. Эти модули образуют точную последовательность обоб

щенной резольвенты Бернштейна-Гельфанда-Гельфанда. Характер исходно

го неприводимого модуля выражается через характеры обобщенных моду

лей Верма посредством формулы Вейля-Верма. Коэффициенты в этой фор

муле равняются коэффициентам разложения сингулярного элемента. Таким

образом, разложение сингулярного элемента определяет как коэффициен

ты ветвления, так и обобщенную резольвенту Бернштейна-Гельфанда-Гель

фанда. Кроме того, мы показали, что в случае когда ортогональный парт

нер подалгебры является алгеброй 𝐴1, коэффициенты ветвления определяют
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обобщенную резольвенту Бернштейна-Гельфанда-Гельфанда.

Также нами была установлена связь инъективного сплинта и ветвлений.

Для сплинта 𝜑 : Δ+
a ∪Δ+

s → Δ+
g доказано, что при условии включения обра

за 𝜑(Φ
(�̃�)
s ) сингулярного элемента вспомогательного модуля алгебры s в глав

ную камеру Вейля 𝐶a подалгебры a кратность веса вспомогательного модуля

определяет коэффициент ветвления 𝑏
(𝜇)
𝜈 . Это свойство сплинта представляет

очень эффективный инструмент для вычисления коэффициентов ветвления,

так как определение правил ветвления модулей старшего веса сводится к

вычислению кратностей весов для модуля с теми же индексами Дынкина ал

гебры Ли s. В этом случае для вычислений коэффициентов ветвления можно

применять не только общий алгоритм (раздел ), но и формулу Фрейденталя,

позволяющую быстро вычислять кратности весов. Для вложений 𝐷𝑟 →˓ 𝐵𝑟

, 𝐷𝑟 →˓ 𝐶𝑟 и 𝐴𝑟−1 ⊕ 𝑢 (1) →˓ 𝐴𝑟 существование сплинта ведет к появлению

правил ветвления Гельфанда-Цейтлина: редукция свободна от множествен

ности (все ненулевые коэффициенты ветвления равны 1). Кроме того, мы

продемонстрировали, что сплинт для аффинных алгебр Ли ведет к новым

соотношениям на тета-функции и функции ветвления для редукции на моду

ли конечномерных подалгебр.

Наконец, мы исследовали классификацию операторов изменения гранич

ных условий в моделях Весса-Зумино-Новикова-Виттена, соответствующих

стохастическим моделям с эволюцией Шрамма-Левнера с дополнительным

блужданием на группе Ли 𝐺. Было показано, что условие для мартинга

ла, определяющее классификацию операторов изменения граничных усло

вий, задает ограничения на структуру сингулярных элементов представлений

аффинной алгебры Ли, порожденных граничными состояниями. Изучение

структуры сингулярных элементов существенно упрощает поиск операторов

смены граничных условий, так как отсекается большое количество лишних

вариантов. Далее мы обобщили эволюцию Шрамма-Левнера путем введения
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дополнительного случайного блуждания на факторпространстве 𝐺/𝐴 и по

казали, что такое обобщение эволюции Шрамма-Левнера совместно с coset

реализацией минимальных моделей конформной теории поля.

Полученные рекуррентные соотношения на коэффициенты ветвления и

свойства сплинта были нами использованы при реализации пакета программ

Affine.m для вычислений в теории представлений конечномерных и аффин

ных алгебр Ли. Этот пакет он может использоваться для изучения групп

Вейля, корневых систем, неприводимых модулей, модулей Верма и парабо

лических модулей Верма конечномерных и аффинных алгебр Ли. Большое

число иллюстраций и вычислений в данной работе выполнены с использова

нием пакета Affine.m. Однако применения пакета не ограничиваются зада

чами, возникающими в конформной теории поля, он может быть полезен и

при изучении интегрируемых систем, исследовании атомных и молекулярных

спектров и в других областях физики, где используется теория представлений

конечномерных и аффинных алгебр Ли.

Теоретические идеи и методы данной работы могут быть в дальнейшем

использованы при изучении представлений более широкого класса алгебр –

расширенных алгебр Каца-Муди. Кроме того, в теории критического пове

дения большой интерес вызывает задача описания нарушения конформной

инвариантности при выходе из критической точки. При этом возникают кван

товые теории поля типа аффинной теории Тоды, в которых алгебраическая

структура частично сохраняется и теория представлений аффинных алгебр

Ли остается важным инструментом. Кроме того, может быть расширена и

область применения пакета Affine.m, в частности, планируется улучшение

интерфейса и непосредственная поддержка вычисления коэффициентов раз

ложения тензорных произведений представлений на неприводимые.
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